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Sind in einer Ebene zwei Strahlenbüschel und in einer 
zweiten Ebene zwei ihnen bez. projectivische gerade Punkt- 
reihen gegeben, so wird zwischen den Punkten der ersten Ebene 
als den Schnitten je zweier Strahlen des Büschels und den 
(Geraden der zweiten Ebene als den Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte eine Verwandtschaft hergestellt. Wir wollen 
diese Verwandtschaft untersuchen. 

Die Ebene, in welcher die beiden gegebenen Strahlenbüschel 
IT, und Il, liegen, in welcher jeder Punkt als Durchschnitts- 
punkt zweier Geraden gegeben ist, in welcher also der Punkt 
das Element der Ebene genannt werden kann, heisse die 
II-Ebene. Die zweite Ebene, welche die den beiden Strahlen- 
büscheln IT, und II, projectivischen Punktreihen g, und g5 
enthält, und in welcher jede Gerade als Verbindungsgerade 
zweier Punkte aufgefasst wird, als deren Element man also 
die Gerade bezeichnen kann, werde die g-Ebene genannt. Wir 
nehmen an, dass die beiden Ebenen zusammenfallen, was un- 
beschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, sprechen aber nichts- 
destoweniger von einer II- und g-Ebene. 

Gegeben sind also die beiden Büschel II, und II,, deren 
gemeinsamer Strahl (II, II,)—=y, und die diesen Büscheln 
projectivischen Punktreihen g, und g,, deren gemeinsamer 
Punkt (9,95)=FP;. Die Art der projectivischen Zuordnung, 
über die Nichts gesagt ist, lässt nun sofort drei Fälle unter- 
scheiden, nämlich: 

I. Dem gemeinsamen Strahl y, der Büschel IT, und II, 

entsprechen auf g, und g, zwei verschiedene, getrennte 


Punkte. 
1* 
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I. Dem gemeinsamen Strahl y, der Büschel JZ, und IT, 
entsprechen auf g, der Punkt P,, d. h. der gemein- 
same Punkt der Punktreihen g, undg,, auf g, aber 
ein anderer Punkt. 


III. Dem gemeinsamen Strahl y, der Büschel IT, und IT, 
entspricht sowohl auf g, als auf g, der gemeinsame 
Punkt P, dieser Reihen. 


Der erste Fall werde als Hauptfall bezeichnet. 
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Bei dem zunächst zu untersuchenden Fall ist die pro- 
jectivische Zuordnung der Art, dass dem gemeinsamen Element 
der beiden gegebenen Gebilde in der einen Ebene zwei getrennte 
Elemente der projectivischen Gebilde in der andern Ebene 
entsprechen. 

Die beiden Strahlenbüschel (s. Fig. 1) seien 71, und IT, 
mit dem gemeinsamen Strahl y,;, —=(II,II,), und die beiden 
Punktreihen seien g, und g, mit dem gemeinsamen Punkt 
P,=(g9,95). Der Strahl des Büschels JI,, welcher dem Punkt 
P, durch die Projectivität zugeordnet ist, heisse y,, und der 
Strahl des Büschels JZ,, welcher dem Punkt P, zugeordnet ist, 
‚heisse y,. In ähnlicher leicht verständlicher Bezeichnungs- 
weise sei P, der Punkt der Punktreihe g,, und P, der Punkt 
der Reihe g,, welcher dem Strahl y, entspricht. 

Wir wollen die projectivische Beziehung der gegebenen 
Gebilde ausdrücken. Als Fundamentaldreieck wählen wir das 
von den drei Graden Y,,Y9,Y%; gebildete Dreieck. Es ist 
selbstverständlich ebenso berechtigt das Dreieck P,P,P, als 
Fundamentaldreieck zu benutzen. Die anzustellenden Be- 
trachtungen würden, wenn wir Liniencoordinaten anwenden, 
genau dieselben bleiben, nur dass dasjenige, was wir jetzt von 
der I/I-Ebene und ihren Gebilden aussagen, in diesem Falle 
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von der g-Ebene und ihren Gebilden Geltung hat und um- 
gekehrt. Die Gebilde der IIT-Ebene und der g-Ebene sind 
einander dualistisch zugeordnet und es ist daher, ganz allgemein 
zu reden, immer nur nöthig, eine Untersuchung in Bezug auf 
eine der Ebenen anzustellen. 


Wenn wir die Gleichungen der Büschel I7, und IT, in 
der:Form schreiben: 


Ya N 
RE zZi—_- 
) Hs 5 
Y3 a 
IT. ‚m 
2) a 
oder 
IL)..... el 
II,) TE as Fur 0, 


oder zusammengezogen 

Yı:Y2:Ys = 51:5 
so ist der Parameter des Büschels II, jetzt n/{ und der des 
Büschels IT, ist ZJE. 

Die Zweckmässigkeit der Wahl dieser Form hat ihren 
Grund einerseits in der symmetrischen Anordnung, andrerseits 
in einem später zu erwähnenden Umstande. 

Die Punktreihen g, und g, seien gegeben in der Form: 


ge x:y:2 — A, —tla; : db, —tb, : C,—IC5 
N RR 2yY:3 —= As—50, :0,— 50, :C63—SC,, 
De RE | le, die Coordinatenverhältnisse 


von vier festen Punkten in Bezug auf das Fundamentaldreieck, 
und wo ? und s die Parameter sind. Die Parameter 7 und s 
sind mit den Parametern n/£ und Z/£ je durch eine bilineare 
Gleichung verbunden, wenn IJ, Ag, und II, Ag, sein soll. 
Wir ersetzen mit Hülfe dieser bilinearen Gleichungen # und s 
durch n/£ und Z/& und erhalten alsdann g, und g, in der 
Form: 

1). .2:..2:ye— a —anloi: b bins: e,—esnS 

Be... a:y:2— a, —a,llE 2b, —ÖL]E : &—C,LjE 
GC: .0a,|b,|e, die Coordinatenverhält- 


Hier sind a/|b, 
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nisse von den vier neuen Fixelementen, abhängig von den 
a, d, €; -.. ce, und den Constanten der bilinearen Gleichungen. 

Es seien die Coordinatenverhältnisse von P,, P,, P, bez. 
£&|yıl2ı5 &a|Ya|&g, %3|Y5|25. Nach unserer Voraussetzung 
entspricht dem Strahl y, des Büschels IZ, der Punkt P, der 
Punktreihe g,. Die Gleichung des Büschels II, : 


Yas—6y2 = 0 


liefert uns den Strahl y, Br wenn &=0 ist. Setzen wir 
nun in 9,) © =0, so erhalten wir 


a EEE ee. 


denn der Punkt (2,%,2,) soll dem Strahl y, zugeordnet sein. 
Ist o ein Proportionalitätsfactor, so wird 
a,—gw, b,—0Qy, 6, — 02. 
Wird in I1,) n = 0 gesetzt, so erhalten wir den Strahl y, = (0. 
Diesem soll unserer Voraussetzung nach in g, der Punkt 
P, (&, Y3 25) zugeordnet sein. Für „= ergiebt g, 
ya: en 
oder, wenn g ein Proportionalitätsfactor ist, 
=, bh = mM GP 
Wird in der Gleichung des Strahlenbüschels I7,) &=0 ge- 
setzt, so erhalten wir den Strahl y, = 0, dem unserer Voraus- 
setzung nach in 9, der Punkt P, (&, Yı2,) zugeordnet sein 
soll. Wenn = ist, ergiebt He Proportion für g, 
wiyYa = a,:b,:c, = ©, :Y,:2 
und, wenn d ein Proportionalitätsfactor, 
=, u = Wy nd. 
Wird schliesslich in IZ,) &=0 gesetzt, so erhalten wir den 
Strahl y, —=0, dem der Punkt P, (x,y;32;) zugeordnet ist. 
Die Proportion für g, ergiebt, wenn & = 0 ist, 
»:y:2==0,:b,:0, — 0, Ur 
und, wenn # ein Proportionalitätsfactor ist, 
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a,=ı2, buy, daB, 
Substituiren wir nun diese Werthe für @,b,c,.-..& 
in die Gleichungen für g, und g,, so erhalten wir 
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91)... B:y:2— Lprz—ngw, : Lpyz—ngys : [P25— 1023 
9,)...awıy:a—=Ebn, —un, : Eiy,—Iny, : &d2, —Lu2;. 


Setzen wir 9r—x und or=e und multiplieiren die Pro- 
portion g, mit z, so erhalten wir g, und g; in der Form: 


91) .... Ciyeg—lan,—neX, : Onyz—neya : IR2z— NER, 
2)... .2:yre— 500, —Inz, : Ey, —Lnys : Eds, —Ix2;. 


Die Grössen d, &, x sind bestimmt durch die Grössen 
ke DE c, und die Constanten der bilinearen Gleich- 
ungen, welche die Projectivität festlegten. Umgekehrt be- 
stimmen sie die Projectivität. Durch Einführung von 6, e, x 
ist es stets möglich, die Gleichungen der Punktreihen g, und 
9; auf die letzte Form zu bringen. Der Vortheil besteht darin, 
dass jetzt einem bestimmten Strahl des Büschels IZ, (oder IT,), 
dessen Parameterwerth also gegeben ist, ein bestimmter Punkt 
der Punktreihe g, (oder g9,) zugeordnet ist, dessen Parameter- 
werth derselbe ist. 


Wir haben die Büschel JZ, und JI, eingeführt durch zwei 
Gleichungen, welche sich zusammengezogen schreiben lassen: 
Yı:Ya 9 =5::L. 

Die Parameter n/© und Z/£ geben uns das Sinustheilverhält- 
niss der durch diese Parameter bestimmten Strahlen in Bezug 
auf die beiden Geraden :y,, Y3 bez. Y,, Y,, wenn y in Nor- 
malform. Unter »/© haben wir also das Verhältniss der 
Abstände eines Punktes der Geraden 7y,—L£y;=0 von den 
Geraden y, und y, zu verstehen, und ebenso bezeichnet L/& 
das Verhältniss der Abstände eines Punktes der Geraden 
£y,—&y; —=0 von den Geradeny, und y,. Die beiden Strahlen 
NYa—6Ys 0 und [y,—595=0 schneiden sich demgemäss 
in einem Punkte, dessen Abstände von den drei Seiten Y,,Y3,Y3 
des Fundamentaldreiecks sich verhalten wie &:n:{©. Die 
Verhältnisse der Abstände eines Punktes von den drei Seiten 
eines Dreiecks können wir auffassen als trimetrische Coordinaten. 
Wir betrachten demnach £, », &, wofür wir den Umständen 
gemäss jetzt auch x, y,2 schreiben, als Coordinaten eines 
Punktes der II-Ebene. 

Hätten wir bei unseren Betrachtungen das Dreieck P,P,P, 
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der g-Ebene zu Grunde gelegt, so würden die Verhältnisse der 
drei entsprechenden Grössen die Verhältnisse der Entfernungen 
einer Geraden von den Punkten P,, P,, P, dargestellt haben. 

Ein Punkt &n{ (xyz) ist bestimmt als Durchschnittspunkt 
eines Strahles des Büschels IZ,, dessen Parameter n/© und 
eines Strahles des Büschels IZ,, dessen Parameter Z/& ist. 
Dem Strahl »/© des Büschels IZ, ist in der g-Ebene ein Punkt 
auf der Geraden g, und zwar der Punkt 

x: y:2 — nn; — EX, : ya —nEya : ON&z3— NER og 
und dem Strahl {/& des Büschels z, ist ein Punkt auf g, und zwar 
x:y:2a—= 800, — Luz, : Edy,—Eny; : bg, — Az, 
zugeordnet. 

Die Beziehung zwischen der JI-Ebene und g-Ebene ist 
nun gemäss der Aufgabe die, dass die Verbindungsgerade 
dieser beiden Punkte in der g-Ebene dem Punkte &n{ in der 
II-Ebene entspricht. Die Gleichung dieser Geraden ist 


| Ah Yy 2 
Lun,—neX, Ay ney, [n2,—neR, \=0O=ur+vy-+ ws, 


« 


1500, —Inz, Eby,—Iny; 802, —Lu2; 


wo u, v, w die Coordinaten dieser Geraden sind, d. h. die 
Abstände der Geraden von den Ecken des Fundamentaldreiecks. 
Es ergiebt sich unmittelbar, wenn unter e ein Proportionali- 
tätsfactor verstanden wird 


u— Cnyz—ney,  [N2s— NER, 
Söyı,—Iny; 502, — 692; 
 |Inzs—ne2, [na — ner, I 
TEE — nz, Ein, — nz, | 
ow — nu NER INYs—NEYs 
500, — In, Ey, —Iry; 


Dies sind die Transformationsgleichungen für den Uebergang 
von der II-Ebene zur g-Ebene. Einem Punkte II der II-Ebene, 
dessen Coordinaten &n{ sind, entspricht eine Gerade g in der 
g-Ebene, deren Coordinaten durch die Gleichungen I bestimmt 
sind. Die Transformation ist, wie die Ausdrücke für u, v, w 
zeigen, von der zweiten Ordnung. 
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Die Aufstellung der entsprechenden Formeln, welche den 
Uebergang von der g-Ebene zur II-Ebene vermitteln, ergiebt 
sich folgendermassen. Eine Gerade g (u, v, w) 

9ZEUrx + vy—+ wz —=0 
schneidet die Fundamentalgeraden g, und g, in zwei Punkten. 
Zu jedem dieser Durchschnittspunkte gehört ein bestimmter 
Parameter, welcher ihm den ihm projectivisch entsprechenden 
Strahl in den Büscheln IZ, und II, zuordnet. Dieser Para- 
meter giebt uns unmittelbar die Coordinaten des der Geraden 
g entsprechenden Punktes /I. Die Punkte der Geraden g, 
welche auf g, und g; liegen, müssen die Gleichungen erfüllen 


u (Hs NEX,) tv (Inyz—ney,)+ w (Ür2;—ne2,) —=0 

u (500, —Ian,)+v (Edy,—Iry;) tw (562, —Lr2,)—=0. 
Hieraus folgt, wenn &, n, Ü durch x, y, z ersetzt werden und, 
wenn o einen Proportionalitätsfactor bezeichnet: 


C— 0.24 (ung + 0Yy, + w2;) (un, +vy,+w2;) 
Y—=0n0 (UL; + Vyz + W253) (ux, +vy, + w2,) (LI. 
2 = 0.de (ux, +vy, + w2,) (ux, +vy, + w2;) | 


Es werden also &, y, z durch ganze Funktionen zweiten Grades 
durch «, v, w ausgedrückt. 

Der Durchschnittspunkt der Geraden y, und y, sei IT,. 
Die Verbindungsgerade der Punkte P, und P, heisse g;. In 
der Proportion 

&:n:6=y1:Y2:75 
ist die Gleichung eines Strahlenbüschels, dessen Träger II, ist 
und dessen feste Elemente y, und y, sind, enthalten, nämlich 
5:9 —=Y1:7, oder 5919, —O. 

Ist ein beliebiger Punkt JI gegeben als Durchschnittspunkt 
zweier Strahlen der Büschel //, und II,, so dass diesen Strahlen 
die Parameterwerthe n/{ bez. Z/& entsprechen, so geht durch 
denselben Punkt ein Strahl des Büschels //,, dessen Parameter 
&n ist. Dem Punkte II entspricht der Aufgabe gemäss eine 
Gerade g, welche g, und 9, in Punkten schneidet, deren 
Parameter n/© und £/&. Untersuchen wir, wo diese Gerade g, 
deren Gleichung in abgekürzter Schreibweise 
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% 
g= In; — NER z | 0, 
Söx,— lu, 
die Gerade g,, das heisst die Verbindungslinie von P, und P,, 
schneidet. Die Gleichung der Geraden g, können wir, wenn 
r ein Parameter ist, in der Form schreiben: 
G) 2. EYER—ZLS—TL: Ya —TtYı Ro ar 
Den Parameterwerth r des Durchschnittspunktes der Ge- 
raden g, mit der Geraden g liefert uns die Gleichung 


Lu, —T%, YaTYyı 227172, 
ns NER, = ke = 
Eör, — nr, — — 


aus welcher folgt r=&0d/ne. Der Durchschnittspunkt von 9, 
und g hat also die Coordinaten: 
EYE —NER5—E0R, : NEYya—E0y, : Nez — 802}. 

Dem Punkte II (&n{), welcher auf einem Strahle des 
Büschels IT, liegt, dessen Parameterwerth &/n ist, entspricht 
also eine Gerade g, welche auf der Geraden g, einen Punkt 
bestimmt, dessen Parameter &/n.d/e ist, wenn man die Punkte 
P, und P, zu Fixelementen nimmt. Die Punkte der Geraden 
g, sind projectivisch zugeordnet den Strahlen des Büschels IT, 


I) le EN x 

G53) - + - - Eiyi2—nenz—50r, : neyz„—50yı : NE2z —502,. 
Ist n=0, so folgt, y, ist zugeordnet dem Punkte (x, %,2,) 
—P,. Ist &=0, so folgt, y, ist zugeordnet dem Punkte 
(25Y52£s)=P,. Es zeigt sich daher, dass.es gleichgültig ist, 
ob wir einen Punkt auffassen als Durchschnittspunkt zweier 
Strahlen der Büschel IT, und II,, oder der Büschel II, und IT,, 
oder JI, und JI,, wenn wir nur die ihm entsprechende Gerade 
auffassen als Verbindungslinie von Punkten auf g, und g, bez. 
g, und g, bez. g, und g,. Die drei Punkte JI,, II,, IT, sind 
vollkommen gleichberechtigt; ebenso die Geraden 9,, 99, 93- 
Wie wir aus den Transformationsgleichungen I und II 
erkennen, haben wir es mit einer quadratischen Transformation 
zu thun, welche eine ein-eindeutige Verwandtschaft bestimmt. 
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Einem Punkte der II-Ebene entspricht im Allgemeinen eine, 
und nur eine Gerade der g-Ebene und umgekehrt. Die beiden 
Ebenen stehen zu einander in einer Cremonaschen - Punkt- 
Gerade - Verwandtschaft zweiter Ordnung, denn die Transfor- 
mationen sind rational-umkehrbar. 

Lassen wir einen Punkt in der II-Ebene eine Curve p 
beschreiben, so entspricht dieser Curve in der g-Ebene im 
Allgemeinen ein Büschel 7, welches die Einhüllende aller der 
Geraden der g-Ebene ist, welche den Punkten der Curve 
der II-Ebene entsprechen. Da nun unsere Transformation eine 
quadratische ist, so wird im Allgemeinen 2» der Grad der 
Gleichung von F' sein, wenn n der Grad der Gleichung von 9 
ist. Die Variabeln der Gleichung F sind aber Liniencoordi- 
naten, während in @ Punktcoordinaten angewandt sind. Einer 
Curve der »‘ Ordnung in der II-Ebene entspricht also eine 
Curve von der 2n!“ Classe in der g-Ebene und umgekehrt: 
einer Curve von der n‘® Olasse in der g-Ebene entspricht eine 
Curve 2n!® Ordnung in der II-Ebene. 

Nach Herrn Rosanes (Crelle Bd. 73. S. 97) besitzt eine 
Cremonasche Verwandtschaft zweiter Ordnung drei Fundamental- 
elemente, in denen die Eindeutigkeit der Beziehungen auf- 
gehoben ist. Es wird zunächst darauf ankommen diese 
Fundamentalelemente festzustellen. 

Dem Punkte II (£n£) der IT-Ebene entspricht die Gerade g 
der g-Ebene 

X | 
InX, — NEL, 

| 508, — ur; 
Welche Gerade entspricht dem Punkte n=0; T=0, für 
welchen die Determinante identisch verschwindet? »Detzen wir 
n == Ce, so nimmt die Determinante die Form an: 


== ==), 


& & | 
KLz—0EL, | — L |nax,— oe, | =. 
0% 1 AL z | 


Wir setzen ©&=0 und folglich auch „=0. Es fällt die 
zweite Determinante der obigen Gleichung fort und es wird 


% £ x 
KL —0E% |— Ein'a,| — Edoeianz = 0 
or, |%ı %ı 
oder, wenn wir die Abkürzungen 
Ix y 2 | |® ya x 
9, = % Ye ?2ı $=|% ı 93 X}, 
RE Be 2 


die von jetzt ab stets gelten sollen, einführen 


192 + 089; — 0. 

Dies ist nun, wenn wir o als variabel betrachten, die Gleichung 
eines Büschels, dessen Centrum der Durchschnittspunkt der 
Graden g, und g,, d. h. P,, ist. Dem Punkte J/, entspricht 
also nicht nur eine Gerade, sondern das Geradenbüschel in P.. 
Die Eindeutigkeit ist also aufgehoben; IT, ist ein Fundamental- 
punkt. Dasselbe gilt von IT, und II,, denen die Geraden- 
büschel P, bez. P, entsprechen. 

Die Fundamentalgeraden der g-Ebene sind g,,95,93. Diesen 
Geraden entspricht nicht nur ein Punkt, sondern eine Punktreihe 
und zwar entsprechen den Geraden g,,9,, 9; bez.die Punktreihen 
Y13Y 2,3. Einem Punkt hingegen aufeiner der Geradeny z.B. auf 
y. entspricht die Gerade g,, denn für einen solchen Punkt ist {= 0 
und die Gleichung der entsprecbenden Geraden wird 9, —=(. 

Einer Geraden y= px + qy-+rz =0 der JI-Ebene wird 
im Allgemeinen eine Curve zweiter Classe entsprechen. Die 
Gleichung dieses Kegelschnitts erhalten wir, wenn wir die 
Werthe für z,y, 2 aus II S. 9 in die Gleichung der Geraden 
einsetzen. Es wird: 


pen (UX, + vy, + Ww2,) (uw, +vy, + w2;) 
+gnd (ux, +vy, + we,) (ux, + vy, + we,) 
+-rde (un, +vy, + w2,) (x, + vy, + w2,)—=0. 
Ebenso ergiebt sich, dass einem Punkte P der g-Ebene 
als Träger eines Büschels ein Kegelschnitt in der JI-Ebene 
entspricht. | 
Diese Kegelschnitte können ausarten. Bei den Geraden 
nämlich, welche durch einen Fundamentalpunkt gehen (bez. 
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bei den Punkten, welche auf einer Fundamentalgeraden liegen), 
zerfallen die ihnen entsprechenden Büschel 2!” Classe (bez. 
2 Ordnung) in zwei lineare Strahlenbüschel (bez. Punkt- 
reihen). Wir untersuchen zunächst, was einer Geraden y ent- 
spricht, welche durch IZ, und den Punkt (&n{) hindurchgeht. 
Für alle Punkte dieser Geraden ist n/ö—=Const. etwa. 
Jedem verschiedenen Werth von & entspricht ein Punkt der 
Geraden y, welchem in der g-Ebene die Gerade g entspricht. 


& % 
g=|lan,—ner, \=0=| 10%, —08E%, 
500, — Sun, 508%, —I9X, 

indem der Factor £ fortfällt. 


Dies ist, wenn Z/& als variabel aufgefasst wird, die 
Gleichung eines Strahlenbüschels, dessen Centrum x2,—0ex, 
ist. Einem jeden Punkt der Geraden o | S/& entspricht also eine 
Gerade, welche durch den Punkt x«x,—oex, der Geraden g, geht. 
Die Centren P dieser Strahlenbüschel auf der Geraden g, sind 
projectivisch zugeordnet den Strahlen durch /I,, so dass einem 
Strahl mit dem Parameter /{, d.h. dem Strahl 7y,—Cys —=0 
ein Büschel entspricht, dessen Träger P ist, nämlich 
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P....z:y:ga—lnxn,; next, : Ouyz>—NEeys : ON2z— NER 2. 
Ausserdem aber sind die Punkte des Strahls 79, —Ly, —0 
projectivisch den Strahlen durch den Punkt P. Man kann 
nämlich die Gleichung des Strahlenbüschels P auch folgender- 
massen schreiben: 

| % 

13 — 08% 9 


500, — ur, 


| & % | 
ARz—0EL, | —IR | nz —08%, | —0 
%ı U | 


50 (19, + 0893) + Croeg, =O 


ine 
— 60 


(0) G EN 
40€ (X9: + 0895)+ $9ı —(, 


wodurch die Behauptung bewiesen ist. 

Dem Punkte II, selbst entspricht, wie wir wissen, das 
feste Strahlenbüschel ?,. Einem Strahl durch II, entspricht 
also in der g-Ebene das feste Büschel P, und ein Büschel 
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auf gı, dessen Centrum [xx,—nex, ist. Der Geraden y,, 
welche durch IZ, geht, entspricht demnach erstens das feste 
Büschel P,, welches dem Punkt IT, entspricht, und zweitens 
das feste Büschel P,, welches dem Punkt JI, der Geraden y, 
entspricht. Allen übrigen Punkten von y, entspricht der diesen 
Büscheln gemeinsame Strahl gs. 

Aus dem Princip der Dualität folgt, dass einem Strahlen- 
büschel, dessen Träger P auf einer der Fundamentalgeraden 
der g-Ebene, etwa auf g,, liegt, zwei Punktreihen in der 
II-Ebene entsprechen, nämlich 1) die Punktreihe y, und 2) eine 
Punktreihe durch II,. Die Geraden durch II, sind wieder 
projectivisch zugeordnet den Punkten auf g, und die Punkte 
einer solchen Geraden sind projectivisch den Strahlen des 
Büschels P auf g,. 

Jeder Kegelschnitt X, welcher einer beliebigen Geraden y 
der JI-Ebene entspricht, wird die drei Fundamentalgeraden g,, 
95, 9, der g-Ebene berühren, denn die Gerade y schneidet 
die drei Geraden Y,,Y2,, In drei Punkten, etwa II,, IL,, II.. 
Diesen Punkten entsprechen bez. die drei Geraden g9,, 9», 93- 
Folglich müssen diese Geraden, da sie zu den Umhüllenden 
des Kegelschnitts X gehören, ihn berühren, w. z. b. w. 

Schneiden sich in der JI-Ebene zwei Punktreihen, so wird 
dem Durchschnittspunkt in der g-Ebene diejenige Gerade ent- 
sprechen, welche die vierte gemeinschaftliche Tangente der 
beiden den Punktreihen entsprechenden Kegelschnitte ist. Da 
diese Kegelschnitte schon drei Tangenten, nämlich g,, 93,93, 
semein haben, so ist diese Tangente eindeutig bestimmt, und 
linear construirbar. 

Jedem Strahlenbüschel in der g-Ebene entspricht ein 
Kegelschnitt, welcher durch die drei Fundamentalpunkte IT,, 
IT,, II, hindurchgeht. Die gemeinschaftliche Gerade zweier 
Strahlenbüschel entspricht dem vierten Durchschnittspunkt 
der diesen Strahlenbüscheln entsprechenden Kegelschnitte. 

Der Geraden y entspricht der Kegelschnitt X, welcher 
die drei Fundamentalgeraden g,, 9,, 9, in drei Punkten berührt. 
Es fragt sich, in welchen ? Die Gerade y schneide y, im 
Punkte II. Diesem Punkte entspricht die Gerade g,. Der 
Geraden //IT, entsprechen zwei lineare Büschel, nämlich das 
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Büschel P, und ein Büschel P auf g,. In diesem Punkte P, 
dessen Coordinaten uns bekannt sind (S. 13) muss der Kegel- 
schnitt X die Gerade g, berühren. Denn berührte er g, in 
einem andern Punkte, etwa P’, so gäbe es von Pausan K 
ausser g, noch eine Tangente und diese Tangente müsste als 
vierte gemeinsame Tangente des Kegelschnitts X und der 
beiden linearen Büschel ?P}R und P, welche ja auch einen 
Kegelschnitt darstellen, dem Durchschnittspunkt der Ge- 
raden y und JIII, entsprechen. Dies führt aber auf einen 
Widerspruch, denn dem Punkte JI entspricht die Gerade g.. 
Also ist g, doppelt zu zählen in diesem Falle, als Tangente an 
K von P aus. Das ist aber nur möglich, wenn P auf X liegt. 
K berührt g, also in P, w. z.b. w. Damit sind die Berührungs- 
punkte der Kegelschnitte auf den Fundamentalgeraden bekannt. 

Ein Kegelschnitt der JI-Ebene, welcher einem Strahlen- 
büschel P der g-Ebene entspricht, hat in den drei Fundamental- 
punkten II, bez. II, bez. II, diejenigen Strahlen zu Tangenten, 
welche dem Durchschnittspunkt der Geraden g, bez. g, bez. g, 
und der. Verbindungslinie von P, bez. P, bez. P, und P 
entsprechen. — 

Man kann die Frage aufwerfen: Giebt es solche Punkte 
der II-Ebene, dass die ihnen in der g-Ebene entsprechenden 
Geraden durch sie selbst gehen? Und umgekehrt: Giebt es 
Geraden der g-Ebene, welchen Punkte der II-Ebene entsprechen, 
die auf ihnen liegen ? und welches ist der Ort dieser Punkte 
bez. Geraden ? 

Einem Punkte II (&n{) der II-Ebene entspricht die Ge- 
rade g der g-Ebene: 


Soll nun der Punkt (&n£) auf der Graden g liegen, so müssen 
die Coordinaten &r£ die Gleichung der Geraden g erfüllen. 
Es muss also, wenn wir für &nC jetzt xyz schreiben, sein 
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Diese Gleichung drückt die Bedingung dafür aus, dass ein 
Punkt auf der ihm entsprechenden Geraden liegt. Die 
Punkte bilden also eine Curve dritter Ordnung (03). Wir 
wollen diese C® mit dem Namen der involutorischen Curve 
belegen. Die Gleichung der involutorischen Curve können 
wir noch, indem wir die obige Determinante zerlegen und 
die auf S. 12 angenommene abgekürzte Bezeichnungsweise 
einführen, auf die elegante Form bringen: 


0? =Zygzeng, + 206g; +xydeg;=0O.... LM 
Es mögen die Subdeterminanten von 
%ı Yı ?ı 
A=|%, Yy 2 
U; Ya 23 


mit 7: bezeichnet werden, so dass 7/,, die Adjuncte von z, 
ist, /,, von %,, /,]3.Von 2), /s, Von 24,0. S.w. Dann 


23 —=9, = 21,1, +44); +24,; 0 


Lg =9,—=11,,+y41,,+ 24,50 


—=9, =21,,+yA35 4241,50 


„ 
Be 
Die Gleichung der involutorischen Curve wird 
O=aye [erA,, +r6A,, + del, ;| 
+ y?zenI,, +yYyRe?erI,z + 22104, , 
+ 222004155; + %?yde1,, +2y?def,,—=0.... IE 


Einer Geraden der g-Ebene entspricht nach S. 9 ein 
Punkt II, dessen Coordinaten 


2: Y:2— 84 (U + VYyz + w2,) (ur; + vYys + W2;) 
ud (ur, + ) mx, + ) 
:de (ux, + ) (ux, + ) 
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sind, wenn geEux+vy-+ wz=0 die Gleichung der Geraden 
g ist. Soll nun dieser Punkt auf der Geraden selbst liegen, 
so muss die Gleichung 


uen (URz + 9%y5 + W25) (Uxz + %y, + w2;) 
+vrd (Ur; +vyz + w2,) (ur, + vy, + wz,) 
—+- wöe (ur, +vyı + w2,) (ux,;, + vy; + w2,) — 0 


befriedigt sein. Diese Bedingungsgleichung liefert uns, wie 
wir sehen, eine Curve dritter Classe CH, Der involutorischen 
Curve CO? steht also dualistisch gegenüber die involutorische 
Curve CH, Die CO? enthält die Punkte, durch welche die 
ihnen entsprechenden Geraden gehen und die C’! ist umhüllt 
von den Geraden, auf welchen die ihnen entsprechenden Punkte 
liegen. Die Gleichung der C’!! können wir auch in Form 
folgender Determinante schreiben: 


u 0) ww 
— oO (uz, + 2, + w2,) € (ux, + %y, + wz,) 0 R | 
| 0 —e (ux, + vy, + w2,) x (ux, + vy, + w2,) | 
Bett na el 


oder, wenn wir mit P, bez. P, bez. P, die Gleichung des 
Punktes P, bez. P, bez. P, bezeichnen: 


CH —ZynP,P, +wmöP,P,+wöeP,P;,=0....1U. 
Ausmultiplieirt lautet die Gleichung: 


OH — y3erXt,c,; + u? vler (22Y%3 + YaXs) + rOr;% || 
+ w[en (2,23 4 25%5) + ex 2,]) 
+ viaöysyı +9? wlaö(yazı + 2391) + deyı9,] 
+ u [rd (@,Y\ + y32,) + xy 2Y3]) 
+ w?der 2, + w u|de (& 22 + 21%.) + 8422235] 
+ v[de (y122 + 21%5) + 202321 ]\ 
+ uvw Eu (Yg2z + 22Y3) + RO (&32, + 23%1) 
+ de(ayy + yız9)) —=0... IH. 


Wir werden uns im Folgenden, wenn kein besonderer Grund 
2 
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vorliegt, damit begnügen, nur die der II-Ebene angehörende 
involutorische Curve d. h. die O3 zu betrachten. 

Unmittelbar gegeben sind von dieser Curve sechs Punkte, 
nämlich die drei Fundamentalpunkte IZ,,II,, IT, und die drei 
Punkte (4,91), (292), (Y393), Was nach dem Früheren keiner 
weiteren Ausführung bedarf. Es lässt sich übrigens zeigen, 
dass im Allgemeinen beliebig viele Punkte der involutorischen 
Curve linear, d. h. nur mit Hülfe des Lineals auffindbar sind. 
Da wir uns jedoch in dieser Arbeit im Allgemeinen der ana- 
Iytischen Methode bedienen, so fällt diese Eigenschaft weniger 
ins Gewicht und es möge daher diese Bemerkung genügen. 
Wir wollen jetzt dazu übergehen die involutorischen Curven 
für spezielle Lagen der Dreiecke II, II,IT, und 9,9,9, zu be- 
trachten. 


bi 

Wir machen die Annahme, dass die Fundamentalelemente 
IL; undg; (= ı, », 3) so in einanderfallen, dass IT, auf g,, 
II, auf g, und II, auf g, liegt). Das Dreieck II, IT, IT, ist 
also dem Dreieck g,9,9, eingeschrieben. Es muss nun die 
Gleichung für g, von den Coordinaten von IT, d. ı. y=0(, 

—() erfüllt sein. 
9; nA, +YyAzs r2Iz;—0. 
Dies giebt für „=0, 20 
As), 

Also muss /,, =O sein. Ebenso muss /,s=0 und 4,,-=0 
sein. Dann nimmt die Gleichung für die C? die Form an: 


+ ye?end, 5 + 22?ndA,, + ay?ded,, —=0. 


Die Gleichung der Tangente an die C® im Punkte IT, ist: 
903 903 903 
(en En en + )n, en 


1) Liegt II, aufg,, II, auf g,, II, auf g,, so findet keine 
wesentliche Vereinfachung statt. Nur die geometrische Construc- 
tion der Curvenpunkte gestaltet sich einfacher. 


0 


wenn in die Differentialquotienten die Werthe von x&,y,2 im 
Punkte IT, eingesetzt werden. Für II, ist y=0, z2=0, 
<= x', woraus folgt, dass 


903 903 903 
Beu=9. (Fu (=) a 


Die Gleichung der Tangente wird also: z2°?x04,,—=0 d.h. 2=0. 
Folglich ist die Gerade 2=0 d.h. y, Tangente an die CO? 
im Punkte IT,. Ebenso ergiebt sich, dass 7, Tangente in IT,, 
und y, Tangente in II, ist. Das Dreieck y,Y,/, ist also der 
03 umgeschrieben, da seine Seiten Tangenten an die 0° sind. 
Gleichzeitig aber ist es der Curve eingeschrieben, da seine 
Ecken II, II, II, auf der C? liegen. Der dritte Tangential- 
punkt von II, (bez. II, bez. II,) ist also II, selbst (bez. IT, 
bez. II,). — 


Indem wir hier ein wenig von unserer eigentlichen Auf- 
gabe abschweifen, stellen wir die Frage: Hat jede Curve dritter 
Ordnung ein solches ihr gleichzeitig ein- und umgeschriebenes 
Dreieck ? oder hat sie deren mehrere; und wenn, wie viele? — 
Die Curven dritter Ordnung zerfallen in solche vom Geschlecht 
Null und in solche vom Geschlecht Eins. Für die Curven mit 
einem Doppel- oder Rückkehrpunkt hat Herr Durege die uns 
interessirenden Fragen untersucht. Er hat gezeigt, dass wir 
im Allgemeinen bei einer solchen Curve durch fortgesetztes 
Tangentenziehen uns eben dem Doppel- bez. Rückkehrpunkte 
nähern, dass wir also keine geschlossenen Polygone, welche 
gleichzeitig ein- und umgeschrieben sind, erhalten. Nur wenn 
der Doppelpunkt ein isolirter Punkt ist, kann ein Schliessen 
stattfinden ').. Wir beschränken uns daher auf die Curven 
dritter Ordnung ohne singuläre Punkte. 

Bekanntlich ist für alle C® vom Geschlecht Eins das 
Doppelschnittverhältniss (%?), welches von den vier Tangenten, 


1) H. Dure&ge: Ueber fortgesetztes Tangentenziehen an 
Curven dritter Ordnung mit einem Doppel- oder Rückkehrpunkte. 


Math. Ann. I, 8. 509. 
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die wir von einem Punkte solcher Curve an dieselbe ziehen 
können — ist der Punkt ein Inflexionspunkt, so sind die vier 
fraglichen Tangenten erstens die Wendetangente selbst und 
zweitens die drei andern noch möglichen Tangenten — gebildet 
wird, eine für die Curve charakteristische COonstante, welche 
bei linearer Transformation erhalten bleibt. Wir betrachten 
daher nur Curven mit verschiedenem %?. 

Ist das Doppelverhältniss %? reell, so haben wir es mit 
einer zweitheiligen Curve zu thun. In diesem Falle sind die 
vier von einem Punkte der Curve an dieselbe zu ziehenden 
Tangenten entweder alle reell oder alle imaginär, wobei dann 
je zwei conjugirte sein müssen. Wir können alsdann %? stets 
1 annehmen, je nachdem wir die vier Geraden combiniren. 
Ist jedoch %? complex, so liegt eine eintheilige Curve vor. 
/wei der vier Tangenten sind alsdann reell, zwei conjugirt 
complex, weswegen der absolute Betrag von %? gleich Eins 
sein muss. 

Statt der homogenen Coordinaten führen wir jetzt Car- 
tesianische ein und zwar so, dass die unendlich ferne Gerade 
Wendetangente ist, dass der Wendepunkt auf der Y-Axe liegt 
und dass die vom Wendepunkt an die Curve gezogene Tangente 
die Curve im Coordinatenanfang berührt. Alles dies lässt sich 
durch eine lineare Transformation der Curve, welche die pro- 
jectivischen Eigenschaften derselben, auf die es uns ankommt, 
ungeändert lässt, erreichen. Die Gleichung der Curve nimmt 
alsdann die Form an: 


03 =y?—x (b—x) (c—2)—=0, 


wo b/ce=k? zu setzen ist. Wir drücken die Coordinaten der 
Curvenpunkte aurch elliptische Functionen des Arguments 
aus, indem wir setzen: 


z=bsa®!u; y=bYe sau cau dan. 
Die drei Punkte u,, %,, %, liegen auf einer Geraden, wenn 
uU-+tUu,+Uu,=iK (mod 2K, ZK). 


Soll eine Gerade die Curve in «, berühren und sie noch in 
u, treffen, so muss sein 


2u, tu, =iK (mod 2K,iK)...... 1 


Be Ola 


Eine Tangente in «,, welche ausserdem die Curve in «, trifft, 
erfordert die Bedingung: 


urn, ZiK (md 2K UK)... 2 


und wenn die Tangente in «, der CO? wieder in «, begegnet, 
so muss sein 


2uU, tu, =1iK (mod 2K, 2iK)...... 3. 


Sind die Bedingungsgleichungen 1, 2, 3 erfüllt, so bilden die 
Punkte «,, %,, u, ein der C3 ein- und umgeschriebenes Drei- 
eck. Wie viele Punkte %, u, u, giebt es, welche den Be- 
dingungen 1, 2, 5 genügen? Wenn p und g beliebige ganze 
Zahlen sind, liefern uns die Gleichungen 1, 2, 3 


AR 2LR, 

Die Argumente «; und «, müssen dieselbe Form annehmen, 
da «, «, %, einander vollkommen gleich geordnet sind. Die 
Grössen p und q müssen nun der Reihe nach alle ganzen 
Zahlen durchlaufen, aber man sieht leicht ein, dass wir alle 
möglichen verschiedenen Werthe von «, erhalten (abgesehen 
von ganzen Vielfachen der Perioden, die wir nicht zu beachten 
brauchen), wenn wir sowohl p als auch g die Zahlenreihe von 
OÖ bis 8 durchlaufen lassen und alle möglichen Combinationen 
zwischen diesen pp und g bilden. Dies giebt im Ganzen 
81 Werthe für %,. 

Wenn wir uns erinnern, dass ir U dargestellt 
werden durch die Gleichung %. ne +p en wop 
und g die Werthe 1, 2, 3 N so erkennen wir, dass 
unter den 81 Punkten «, die 9 Wendepunkte der O3 ent- 
halten sind. In der That, zieht man in einem Wendepunkte 
eine Tangente an die Curve, so schneidet diese die Curve im 
Wendepunkte selbst wieder und so fort. Ein Wendepunkt 
kann also als ein der Curve ein- und umgeschriebenes Dreieck 
aufgefasst werden. Von den 81 Punkten «, bleiben also nur 
72, welche offenbar 24 Dreiecke der verlangten Eigenschaft 
bilden. Die folgende Tafel (mit doppeltem Eingang) enthält 
die Argumente der 72 Eckpunkte, dieser 24 der CO? ein- und 


Der Factor 1/9 ist dabei stets, 
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iK' 3iK' BikK' TiK' g;K' 11iK‘ 13iK' 15iK' 1TiK' 
9 9 9 9 9 9 9 9 9 
iK' 3iK! BiK‘ TiK' giK' 11iK‘ 13iK 15iK‘ 1TiK' 
x > x 
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2K-+iK 2K+3iK' | 2K+ 5iKk' | 2K+TiK | 2K + %K' |QK + 11iK' |2K + 13:K' |2K + 15:K"|2K + 17iK" 


—— [11.1 — —_ |__ 000000 ln 


4K+iK' | 4K+ SEK | AK + 5ER | AK + TE | AK+ HK AK +1K |AK + 1%:K|AK + 15K’|AK + 1TK 


GK+ikK | 6K + 3iK | 6K + RK | 6K + TiK' | 6K + KK’ |6K + 11iK' |6K + 13:K' |6K + 155K|6K + 1TUK 
* * * 
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8K-+iK 8K-+ 3iK! | 8K + 5ik! | 8K + TiK' | 8K + %K’ |8K + 11CiK' | 8K + 13CK? | 8K + 15:K | 8K + 1TCK’ 


umgeschriebenen Dreiecke und die Argumente der 9 mit & 


bezeichneten Wendepunkte. 


10X + ik‘ | 10K + 3iK' | 10K + 5iK' | 10K + TiK' | 10K + eK |10K -+ 11cK’|10K + 13:K'110K + 15CK|10K -H 1TEK 


— [10000 — 20020002002 l 00 nn u — — | wi Se ln 


12K + iK' |12K + 3iK'| 12 K + 5ik'|12K + TR’ |12K + KK |12K + 11ER 12K + 13iK' 12 K + 155K12K + TER! 
* * * 


14K +iK' | 14AK + 3K'|14K + 5ik|14K + TE 14K + HK* |14K + 118K'|14K + 13cK' 14 K + 15cK'|14K + 1TCK‘ 


16K + 9iK' |16K + 112K'|16K + 13iK' 16K + 15cK | 16 + 10CK° 


| 
16K + iK | 16K + 3:K' | 16K + Bi’ | 16K + Ti‘ 
| 
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wie überall im Folgenden fortgelassen. Die Summe der Argu- 
ınentwerthe dreier Punkte, welche in einer Geraden liegen, 
ist alsdann congruent %K (mod 18K, 18&K '). 

Wir wollen zunächst auf die zweitheiligen Curven näher ein- 
gehen, d. h. wir nehmen %k? den Modul der ellipt. Func., das 
Doppelverhältniss der Curve, reell und kleiner als eins an. 
Unter diesen Umständen ist das Verhältniss der Perioden 
K und iK rein imaginär. 

Damit wir erkennen, welche von den 24 gefundenen Drei- 
ecken reell sind, müssen wir wissen, wann £<=bsa?u und 
y=bYVe sau cau dau reell sind. Es ist & reell, wenn sau 
entweder reell oder rein imaginär ist. Unter den Werthen 
unserer Tafel enthält die fünfte Vertikalreihe Werthe von 
zwischen <X und <KX +2K, Werthe, für welche saw reell 
wird. Die Werthe der ersten Horizontalreihe, welche zwischen 
—iK und +:K liegen, liefern rein imaginäre Werthe für sau. 
Diese beiden Reihen enthalten also Argumente, denen ein reelles 
x zukommt. Alle andern Argumente liefern uns complexe 
Werthe für «. 

Für die Argumente der ersten Horizontalreihe (0 <u <2:K ) 
wird sowohl cau wie dau reell. Da aber saw hier imaginär ist, 


so wird y=bYe sau cau dau hier nicht reell. 

Für die Argumentwerthe der fünften Vertikalreihe 
GK'<u<iK +2K) wird sowohl cau als auch dau rein 
imaginär, folglich cau.dau reell. Da sau für diese Werthe 
reell ist, so sind für die Argumente dieser Reihe sowohl die 
x wie die y reell. 

Von den 81 Punkten unserer Tafel sind also nur neun, 
nämlich diejenigen, deren Argumente in der 5‘ Vertikalreihe 
stehen (kurz die Punkte der 5'% V-Reihe), reell. Von diesen 
neun Punkten sind drei, nämlich: %K ; %K +6K; Vi K +12K 
Wendepunkte, welche auf einer Geraden liegen, da die Summe 
ihrer Argumente =GiK (mod 18K, 1&K). Die nun noch 
übrigbleibenden 6 Punkte dieser Reihe liefern uns zwei reelle 
Dreiecke, welche der C3 ein- und umgeschrieben sind. Ziehen 
wir nämlich im Punkte «v, =%K'+2K eine Tangente an die 
Curve, so ergiebt die Rechnung, dass die ersten, zweiten und 
dritten Tangentialpunkte von %, die Punkte u, =%K + 14K, 
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U=NK +SK, u, =%K'’+2K sind. Diese Punkte bilden 
also die Ecken des ersten Dreiecks. Die Ecken des zweiten 
Dreiecks sind: %K'—+4AKR, %K '+10K, %KK'+16K. 

Es lässt sich zeigen, dass innerhalb jedes dieser Drei- 
ecke ein reeller Wendepunkt der C? liegen muss. Der Be- 
weis für ein Dreieck genügt. Wir nehmen an, das Dreieck ABC 
(s. Fig. 2!)) sei der C? ein- und umgeschrieben und unter- 
scheiden die innere und äussere Seite der Dreieckseiten a, b, c, 
so dass das Dreieck ABC stets auf der inneren Seite dieser 
Geraden liegt. Die Curve möge nun aus dem unendlich fernen 
Punkte, den sie mit der Asymptote gemein hat, über X kommend 
das Dreieck ABCin A berühren und zwar so, dass die Seite c 
Tangente der Curve ist, und dass diese ausserhalb des Drei- 
ecks bleibt. Soll nun die ©? in ihrem weiteren Verlauf die 
Gerade c zum zweiten (genau genommen dritten) Male in BD 
treffen, und die Gerade 'c nur noch in D treffen, so muss auf 
dem Stück der Curve zwischen A und D mindestens ein 
Wendepunkt (W,), jedenfalls aber eine ungerade Anzahl 
von Wendepunkten liegen. In B soll die C? die Gerade a 
berühren, mit der sie ausser B nur noch den Punkt © 
gemein hat. Daraus folgt, da doch von der C3 sicher der 
Punkt A auf der innern Seite der Geraden a liegt, dass 
der ganze Curvenzug von X über A.. W, bis B auf der 
innern Seite von a liegen muss, und dass die Curve folglich 
die Gerade a im Punkte 5 von Innen berührt, dass sie also 
bei B in das Innere des Dreiecks eintritt. Die C®, jetzt im 
Innern des Dreiecks, muss schliesslich noch durch den Punkt C, 
etwa nach Y gehen und in C die Gerade b berühren. Die 
C® muss b von innen berühren; denn würde sie b von aussen 
berühren, so müsste sie, um nach aussen zu gelangen, noch 
eine der drei Seiten des Dreiecks geschnitten haben, was un- 
möglich ist. Daraus folgt, dass auf dem Stücke der Curve 
von B bis © die Curve mindestens einmal (jedenfalls aber eine 
ungerade Anzahl von Malen) ihre Krümmung gegen a geändert 
haben muss, dass sie also mindestens einen Wendepunkt (W,) 


1) Der ovale Theil der C3 ist in der Figur weggelassen, 
weil, wie man leicht sieht, auf diesem Theil der C3 keiner 
unserer Punkte liegen kann. 
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im Innern des Dreiecks besitzt. Sie kann aber auch nicht 
mehr wie einen Wendepunkt im Innern haben. Hätte sie mehr, 
so könnte es nur sein, dass sie drei Wendepunkte im Innern 
hätte, denn mehr wie drei reelle Wendepunkte hat die O3 der 
Curve überhaupt nicht. Da wir aber wissen, dass schon auf dem 
Curvenstück von A bis B ein Wendepunkt mindestens liegt, 
so folgt, dass sowohl auf dem Stück AB wie auf dem Stück BO 
nur je ein Wendepunkt W, und W, liegt. Der dritte Wende- 
punkt W, muss also entweder auf dem Theile CYoo oder 
auf ooX.A liegen. : Wir erkennen, dass auf jedem Stück der 0? 
zwischen einem Eckpunkte und dem folgenden Eckpunkt des 
Dreiecks je ein Wendepunkt sich befindet. Berührt die Curve 
nicht, wie wir angenommen haben, die Gerade c im Punkt A 
von Aussen, sondern von Innen, so ändert dies an der Beweis- 
führung nichts Wesentliches. Auch schadet es Nichts, wenn 
die Curve mehr als eine Asymptote besitzt. 

Die beiden reellen Dreiecke, welche der C3 ein- und um- 
geschrieben sind, haben eine eigenthümliche, interessante Lage 
gegeneinander. Verbinden wir nämlich die Eckpunkte %K —+2K 
und %K'+4K, oder wie wir kurz sagen wollen, die Punkte 
2 und 4, so ergiebt sich, dass diese Verbindungsgerade durch 
den Wendepunkt 9X "+ 12K, kurz 12, geht, denn die Summe 
der Argumente dieser drei Punkte ist congruent %K. 

GK'+2K+AiK +4AK+WK +12 K=NK'. 
Ebenso gehen die Verbindungslinien von den Eckpunkten 14 
und 10 und von 8 und 16 durch den Wendepunkt 12, denn 

GK+1AK + KK +10 K + KK H2K=XK' 
und %K' + BK+ ÜiK +16K-+- RK +12K=%UiK. 
Die beiden Dreiecke 2,14,8 und 4,10,16 liegen also einander 
perspectivisch, wenn wir 2 mit 4, 14 mit 10, und 8 mit 16 ver- 
binden (s. Fig. 2). Das perspectivische Centrum ist der Wende- 
punkt 12. Verbinden wir nun die Eckpunkte 2 und 10, 14 und 16, 
8 und 4 der beiden Dreiecke, so zeigt sich auf dieselbe Art 
und Weise, dass die drei Verbindungsgeraden die C? zum 
dritten Male in dem reellen Wendepunkte 6 treffen. Die 
beiden Dreiecke liegen also vom Wendepunkte 6 aus, als 
Scheitel betrachtet, perspectivisch. Die Reihenfolge, in der 
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die Ecken verbunden sind, ist aus der im ersten Falle durch 
cyclische Vertauschung hervorgegangen. Verbinden wir schliess- 
lich die Eckpunkte der. Dreiecke auf die dritte Art, welche 
durch cyclische Vertauschung entsteht, also 2 mit 16, 14 mit 4, 
8 mit 10, so gehen diese Verbindungsgeraden wieder durch 
einen Punkt der C®, nämlich durch den Wendepunkt %K' 
kurz 0. Die beiden Dreiecke liegen also auch von diesem 
Punkt aus perspectivisch. 

Dass die beiden Dreiecke 2,14,8 und 4,10,6 in Bezug auf 
die drei Punkte 12,6,0 perspectiv liegen, können wir als eine 
Folge davon ansehen, dass sie in Bezug auf zwei Punkte per- 
spectivisch sind, denn: Zwei Dreiecke, welche in Bezug auf 
zwei Punkte perspectivisch liegen, müssen auch in Bezug auf 
einen dritten Punkt perspectivisch liegen, wie Herr Schröter 
gezeigt hat). 

Nennen wir die drei Punkte, von denen aus zwei Dreiecke 
ABC und A‘B'C perspectiv liegen, L,M und N, so zeigt ein 
Blick auf die Figur (s. Fig. 3), dass das A LMN mit dem A ABC 
von jedem der Punkte A‘,B‘,C‘, aus perspectiv liest und ebenso, 
dass ALMN rn AA BC von jedem der Punkte A,B,C aus. 
Die Dreiecke ABO, A'B'C‘ und LMN haben also eine solche 
Lage zu einander, dass je zwei Dreiecke dreifach perspectivisch 
liegen und, dass die perspectivischen Centren die Eckpunkte 
des dritten Dreiecks sind. Wir wollen des einfachen Aus- 
drucks halber drei derartige Dreiecke ein System dreifach 
perspectivischer Dreiecke nennen. 

Die Dreiecke bei unserer O3 haben eine noch etwas speciellere 
Lage. Es liegen nämlich die drei Wendepunkte 0, 6, 12 auf 
einer Geraden (s. Fig. 4). Unsere beiden Dreiecke liegen also zu 
einander dreifach perspectivisch in Bezug auf drei Centren, 
welche in einer Geraden liegen. Die sechs Ecken der Dreiecke 
müssen in Folge dessen ein Pascal’sches Sechseck bilden. 
Die Summe der Argumentwerthe der sechs Eckpunkte ist auch 
Null, was zeigt, dass durch diese 6 Punkte ein Kegelschnitt geht. 

Betrachten wir nun die Lage der Punkte, deren Argu- 
mente die erste Horizontal-Reihe unserer Tafel ausfüllen. Wir 
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bemerken in dieser Reihe drei Wendepunkte, nämlich: &K', 
GK‘, 155K‘ oder, was dasselbe ist %K', %K ,—3K‘. Die 
Argumente zweier Wendepunkte und folglich diese beiden Wende- 
punkte selbst sind conjugirt complex. Daher muss die Ver- 
bindungslinie dieser Punkte reell sein und da 3X +(— 3iK) 
+ HK’ =%iK', muss sie durch den dritten Wendepunkt 
der Reihe %K  hindurchgehen. Die drei Wendepunkte der 
1‘ H-Reihe liegen auf einer reellen Geraden. Den noch übrigen 
sechs Werthen der Reihe entsprechen sechs Punkte, welche zwei 
der C® ein- und umgeschriebene Dreiecke bestimmen. Die Eck- 
punkte dieser beiden Dreiecke sind «K ...«K‘...13:K und 
SiK'...1%K'‘...11iK , wofür wir auch schreiben können 
iK ...UK'...—5iK und KK'...—iK'...— UK. Die 
Eckpunkte des einen Dreiecks sind denen des andern conjugirt. 
Wir können folglich drei reelle Grade angeben, auf welchen 
die Ecken dieser Dreiecke liegen. Diese drei Geraden gehen 
ebenso wie die Verbindungsgerade der conjugirten Wende- 
punkte durch den unendlich fernen Wendepunkt %K . Die 
Dreiecke liegen also in Bezug auf den Wendepunkt %K  per- 
spectivisch. Auch in Bezug auf die beiden anderen Wende- 
punkte der 1!” H-Reihe liegen die beiden Dreiecke perspecti- 
visch, so dass wir also bei diesen imaginären Dreiecken genau 
dieselbe Lage vorfinden, wie in den oben besprochenen reellen 
Dreiecken der 5“ V-Reihe. 

Die Ueberlegungen, welche für die 1‘ H-Reihe gelten, 
lassen sich leicht auf die 4 und 7'° Horizontalreihe ausdehnen, 
welche beiden Reihen ebenfalls jede drei Argumentwerthe ent- 
halten, die Wendepunkten entsprechen. Die übrigen sechs 
Werthe der 4" H-Reihe entsprechen den Ecken der beiden Drei- 
ecke iK '+6K, TVK'+6K, 1%: K’+6K und HK '+6K, 
1%5K +6K, 1kK'+6K und die übrigen sechs Werthe der 
Teen H-Reihe den Dreiecken iK +12K, TiK +12K, 13:K 
+12K und 5K'+12K, 16 K +12K, 1k K'+12K. Die 
beiden ersten Dreicke liegen perspectiv in Bezug auf die drei 
Wendepunkte 3 K'+6K, GiK’+6K, 15K'+6K und die 
letzteren in Bezug auf 3&K'+12K, %K + 12K, 15K + 12K. 
Auch die über die Realität der Verbindungslinien der Eckpunkte 
oben gemachten Bemerkungen gelten hier ohne Weiteres. 
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Erinnern wir uns des Satzes auf S. 26, so können wir, in- 
dem wir die Gerade, auf welcher die Wendepunkte liegen, als 
ein ausgeartetes Dreieck ansehen, die Verhältnisse auf der 1%, 
4 und 7'® H-Reihe auch folgendermassen characterisiren. 
Auf jeder dieser Reihen liegt ein System dreifach perspecti- 
vischer Dreiecke. Wir müssen jedoch im Auge behalten, dass 
die aus den Wendepunkten gebildeten (ausgearteten) Dreiecke 
nicht zu den der Ü? ein- und umgeschriebenen Dreiecken ge- 
hören. Jeder einzelne Wendepunkt ist ja als solches Dreieck 
aufzufassen. 

Wir wollen nun eine abgekürzte Bezeichnungsweise für 
die Dreiecke selbst einführen. Mit Dun bezeichnen wir ein 
Dreieck, dessen einer Eckpunkt %.n in der m‘® H-Reihe und 
in der »!® V-Reihe steht. Da durch die Angabe eines der- 
artigen Doppelindex ein Punkt “mn vollkommen bestimmt ist, 
so ist auch das Dreieck D„„n bekannt, denn das Dreieck ist 
gegeben, wenn ein Eckpunkt gegeben ist. Wir wählen stets den 
Punkt nn, welcher dem Punkt «,, in der Tafel am nächsten 
steht. — Die Dreiecke, welche von den je drei Wendepunkten 
der 1'%, 4ten und 7%" H-Reihe gebildet werden, wollen wir mit 
W,, W,, W, bezeichnen. Diese ausgearteten Dreiecke mit 
besonderen Buchstaben zu benennen, erscheint schon deshalb 
gerechtfertigt, weil sie den Dreiecken D nicht gleichwerthig 
sind. 

Die 9 Dreiecke der 1!®, 4! und 7! H-Reihe stehen in 
einem gewissen Zusammenhang. Es sind die Eckpunkte der 
Dreiecke der 


1! H-Reihe IB SiK SiK 
GK %K' 1 
13:K 15K 115° 


4tn H-Reihe :K +6K 3K +6K SK +6K 
GK +6K GK +6K 1GK +6K 
13K +6K 1:K +6K 1kLK'+6K 
7a H-Reihe :KX +12K S3K +12K - 5K +12K 
GK'+2K K'+12K 1GK’+12K 
1%3K +12K 15:K'+12K 1kK -+12K 
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Dem entsprechen nach unserer Bezeichnungsweise die 
Dreiecke 


D;ı W, Dis 
D,ı W, D;s 
D;ı W. D;;: 


Wie wir wissen bilden immer die Dreiecke einer H-Reihe 
dieser kleinen Tafel ein System dreifach perspectivisch lie- 
gender Dreiecke. Es ist also (D,, W,D,,) ein solches System. 
Aus unsern neun Dreiecken lassen sich aber noch auf mehr- 
fache Weise Systeme bilden. So bilden z. B. die Dreicke D,, 
D,,D,, ein System. Der Beweis dafür ist leicht zu erbringen. 
Es liegen die Punkte :K , iK"—+6K, iK’ + 12K und ebenso 
iK , iK +6K, GK’+12K und ebenso iK ', 1% K +6K 
13:K + 12K je auf einer Geraden, weil jedesmal ihre Summe 
congruent 9:K (mod 18K, 18:K ) ist. Ebenso liegen die 
Punkte 7:K und 13:K des Dreiecks D,, mit je zwei Eck- 
punkten der Dreiecke D,, und D,, in einer Geraden, wo- 
raus dann folgt, dass die Dreiecke D,,D,, D,, ein System 
bilden. Auf dieselbe Weise erkennen wir, dass die zweite und 
auch die dritte V-Reihe der kleinen Tafel ein System erhält. 
Schliesslich bilden immer noch die drei Dreiecke ein System, 
welche, wenn wir die neun Dreiecke unserer Tafel als Elemente 
einer Determinante auffassen, einen Term dieser Determinante 
bilden. 

Greifen wir nun zwei beliebige der neun Dreiecke heraus, 
so bilden sie stets mit einem dritten ein System. Liegen die 
gewählten Dreiecke in derselben H- oder V-Reihe, so ver- 
vollständigt das dritte Dreieck dieser Reihe das System. 
Liegen sie in verschiedenen H- oder V-Reihen, so lässt die 
Bildung der Determinante erkennen, welches Dreieck noch 
zum System gehört. Hiernach lässt sich auch angeben, wie 
viel Systeme von den neun Dreiecken gebildet werden. ‚Stellen 
wir zunächst zwei Dreiecke beliebig zusammen, so erhalten 
wir 36 Combinationen. Zu jeder tritt allemal ein drittes 
Dreieck, welches das System vervollständigt. Wir bekommen 
so aber offenbar jedes System dreimal, woraus folgt, dass es 
12 Systeme von dreifach perspectivischen Dreiecken unter 


unseren neun Dreiecken giebt. Es sind dies nämlich die 
Systeme der drei H- und der drei V-Reihen und die sechs 
nach Analogie der Determinante gebildeten. 

Es giebt in unserer Tafel S. 22 ausser den schon be- 
trachteten Reihen nämlich der 1“, 4 und 7‘ H-Reihe und 
der 5er V-Reihe noch zwei Reihen, nämlich die 2% und 8° 
V-Reihe, in welchen je drei Wendepunkte liegen. Jede dieser 
Reihen enthält ebenso wie die übrigen Reihen mit Wendepunkten 
ein System dreifach perspectivisch liegender Dreiecke. Die 
zweite V-Reihe enthält die Dreiecke D,,, dessen Ecken sind 
3K'+2K, 3 K+14K3:iK +8K und D,,, dessen Ecken 
sind 8K'+4K, KK’ +10K, %3K'+16K und das Wende- 
punktsdreieck W?, welches in eine Gerade ausartet und dessen 
Ecken sind 3:K ',3K'’+6K, 3K'’+12K. Die 8% V-Reihe 
enthält die Dreiecke D,,, dessen Ecken sind 15K'+2K, 
15:K’+14K, 15:iK +8K und D,,, dessen Ecken sind 
15K +4K, 15:iK +10K, 15:iK +16K und W®, dessen 
Ecken sind 15K ', 15K' +6K, 1 K'+12K, wo W® das in 
eine Gerade ausgeartete Wendepunktsdreieck ist. Diese beiden 
Reihen enthalten nur imaginäre Elemente, jedoch sind die 
Punkte der 2%" V-Reihe denen der 8!” V-Reihe conjugirt. 

Betrachten wir diese beiden Reihen in Zusammenhang 
mit der 5“ V-Reihe, welche die beiden reellen Dreiecke D,, 
und D,, und das ausgeartete Wendepunktsdreieck W>5 enthält, 
so ergeben sich Verhältnisse, analog denen der 1!®, 4 und 
Ten H-Reihe. Wir ordnen die Dreiecke in folgender Tafel an. 

Dia Ds Dis 

WW?’ 1442 Ww°® 

D;: D;; D;s 
Es zeigt sich, dass alle oben über die Dreiecke der 1!e, 4ten, 
7a H-Reihe gemachten Bemerkungen ohne Weiteres auf die 
Dreiecke der 2'®, 5'e und $'" V-Reihe zu übertragen sind. Wir 
sehen, dass die Dreiecke D,, und D,,, deren Eckpunkte 
conjugirt complex sind, mit dem reellen Dreieck D,, ein 
System bilden. Ebenso die imaginären Dreiecke D,, und D,, 
mit dem reellen Dreieck D,,. Im Ganzen liefern die neun 
Dreiecke wieder 12 Systeme. 
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Streichen wir die bis jetzt untersuchten 45 Punkte, welche 
in den WendepunktsH- und V-Reihen enthalten, in unserer 
Tafel S. 22 aus, so bleiben noch 36 Punkte, auf die noch 
näher einzugehen ist. Diese 36 Punkte sind, wenn wir uns 
die erste Verticalreihe hinter die letzte gesetzt denken, wie 
es in der unten folgenden Tafel angedeutet, in neun Gruppen 
zu je vier angeordnet. In drei Horizontalreihen und drei 
Verticalreihen von je drei Gruppen, jede aus 4 Punkten be- 
stehend, sind sie also enthalten. Die 36 Punkte bilden näm- 
lich die Dreiecke 


Dy31, Das, Das; D 

D;13 Daa, Das; D 
In der folgenden Tabelle sind die drei Eckpunkte eines Drei- 
ecks Din durch die Zeichen D' , D" , D" angedeutet. 


Die Tafel lässt also erkennen, welche Punkte demselben Dreieck 
angehören. Wir ersehen daraus, dass die drei Eckpunkte eines 
-Dreiecks stets in drei verschiedenen Gruppen liegen, und zwar in 
drei Gruppen, welche wieder in verschiedenen H- und V-Reihen 
sich befinden. Die vier Punkte einer Gruppe sind innerhalb 
derselben wieder in zwei H- und V-Reiben angeordnet. Die 
drei Eckpunkte eines Dreiecks haben stets dieselbe Stellung 
innerhalb der Gruppe, zu der sie gehören. Befindet sich‘ der 
eine Eckpunkt eines Dreiecks (z. B. D!,) in der 1'® H- und 
V-Reihe einer Gruppe, so sind auch die beiden übrigen Eck- 
punkte des Dreiecks (DH, D!!) in der ersten H- und V-Reihe 
ihrer Gruppe. Es lässt sich durch die Rechnung leicht be- 
stätigen, dass je neun Punkte, welche dieselbe Stellung in den 
Gruppen haben, und welche also drei verschiedene Dreiecke 
bestimmen, ein System dreifach perspectivisch liegender Drei- 
ecke bilden. Die 36 Punkte sind also in den vier Systemen 
(D,, Da, Dar), (D35 Dy6 Das), (D3ı D3, Dar), (D33s Ds Ds) 
angeordnet. Zu bemerken ist noch, dass die Dreiecke des 
je" Systems den Dreiecken des 2, und die des 3” denen 
dies 4er conjugirt sind. 
Betrachten wir die Gesammtconfiguration der 81 Punkte. 
Von den 72 Punkten, welche wirkliche Dreieckseckpunkte sind, 
sind 6 reell. Sehen wir von diesen 6 ab, so bleiben noch 
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| | 
iK’ 3:K' 5iK‘ TiK' | KK | 11:K’ | 13CK' | 15:K' | 17ER’ 
er SEIBE:; 
2K | D! RS p! . I 
21 23 24 26 27 29 21 
AK p! p! I 1 I p! p! 
31 38 34 36 37 39 31 
6K r = 
8K | pH! pII | pl pt | pl pH | pl 
24 27 23 21 26 24 
37 36 31 39 34 38 37 
12K * * re 
14K p!t p! p!! pH pH p'! pH 
27 26 21 29 24 23 27 
16K | pl pH | pi pl | 111 | pt"! ı1l 
34 | 39 37 33 31 36 34 


"66 Punkte, welche, wie man sofort erkennt, wenn man von den 
Argumenten der vier letzten Vertikalreihen der Tabelle auf 
S. 22 die Periode 2K abzieht, paarweise einander conjugirt 
sind. Sie liegen also auf 33 reellen Geraden, auf welcher 
ausser den conjugirten Punkten noch ein nothwendiger Weise 
reeller Punkt der O3 liegt. Die 33 reellen Geraden schneiden 
aber die C® nicht in 33 verschiedenen reellen Punkten, sondern 
nur in 9, und zwar gerade in den 9 reellen Punkten, deren 
Argumente die 5° V-Reihe unserer Tafel enthält. Wir wissen 
schon, dass durch die 3 reellen Wendepunkte der 1”, 4 und 
T'n H-Reihe je 3 reelle Gerade gehen, auf welchem je 2 con- 
jugirt complexe Punkte dieser Reihen liegen. Scheiden wir 
diese 18 Punkte aus, so bleiben von den 66 Punkten noch 48 
übrig, welche auf 24 Graden liegen. Je 4 dieser 24 Geraden 
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schneiden sich in einem der 6 reellen Punkte (abgesehen 
von den 3 reellen Wendepunkten der 5 V-Reihe. 


Die Gesammtzahl der reellen Geraden, welche sich durch 
die 81 Punkte unserer Tafel legen lassen, derart, dass auf 
jeder dieser Geraden 3 unserer Punkte liegen, ist 46. Da 
nämlich die Punkte der 4 ersten V-Reihen denen der 4 
letzten V-Reihen conjugirt sind, so liegen diese Punkte auf 
4.936 reellen Geraden; und da ferner die 9 Punkte der He 
V-Reihe ein System bilden, dessen eines Dreieck ausserdem 
noch in eine Gerade ausartet, so liegen diese 9 Punkte zu 
dritt auf 10 Geraden. Im Ganzen giebt es also 36-+10 —46 
reelle Gerade, deren jede 3 Punkte unserer Tafel enthält. 


Wie viele Geraden giebt es überhaupt, auf denen je drei 
unserer Punkte liegen und wie viele dieser Geraden gehen durch 
je einen Punkt ? 


Die Punkte der Tafel haben die Form 
top ag = PK + (2g+1) ik, 


wo p und g die Werthe von O bis 8 annehmen. — Verbinden 
wir nun den Punkt “sy, ag+ı mit dem Punkte sp“, 29”+1, SO 
lässt sich stets, wie man übersieht, ein dritter Punkt us,., 99. +1 
finden derart, dass 


Maps 241 + Map, ag ta + Yapıı, 204 = HK (mod. 18K, 18iK '). 


Es lässt sich also zu zwei gegebenen Punkten «' und «“ ein 
dritter ermitteln, welcher mit ihnen auf einer Geraden liegt. — 
Zu beachten ist dabei noch der Fall, dass p'=p", ’=gq" 
Ben nn 00er Mi —n, 7 — 4. ist, d.h. dass 
die fragliche Gerade, welche die drei Punkte enthält, Tangente 
an die C? ist. Diesen Fall wollen wir ausschliessen, ebenso 
en Kall, dass'p = pn 9; Hg" — g“ ist. 

Da nun im Allgemeinen (ausgenommen die Wendepunkte) 
in jedem unserer 81 Punkte die Tangente an die C®? in einem 
zweiten der 81 Punkte trifft und da ferner durch jeden Punkt 
eine Tangente an die C3 aus einem der anderen 81 Punkte 
geht, so können wir jeden Punkt mit den noch übrigen | 


78 Punkten durch eine Gerade verbinden, auf welcher noch 
3 


ein dritter Punkt unserer 81 Punkte liegen muss. Es gehen 
demnach durch jeden Punkt der Tafel, welcher kein Wendepunkt 
ist, 39 Geraden, auf welchem je 3 unserer Punkte liegen. Von 
diesen Geraden ist im Allgemeinen nur eine reell. Im 
Ganzen lassen sich also durch die 72 betrachteten Punkte 

12.39 
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dieser Punkte liegen. 

Wird ein Wendepunkt mit einem beliebigen Punkt unserer 
Tafel durch eine Gerade verbunden, so muss auf dieser 
Geraden noch ein dritter Punkt unserer Tafel liegen. Es 
gehen also durch jeden Wendepunkt 40 derartige Geraden, 


dnrch die 9 Wendepunkte also = ZZ 


unserer Tafel — 956 Geraden legen, auf deren jeder 3 


Alles in Allem genommen liegen also die 81 Punkte 
unserer Tafel derartig, dass durch jeden Punkt 39 Geraden, 
durch jeden Wendepunkt 40 Geraden gehen, auf denen sich 
je 3 der Punkte befinden. Es giebt im Ganzen 936 + 120 = 1056 
solcher Geraden von denen (s. 0.) 46 reell sind. 


Was die Verhältnisse auf den eintheiligen Curven angeht, 
so lassen sich diese jetzt mit wenigen Worten abthun. Bei 
einer solchen Curve ist das Doppelverhältniss %? complex. 
Es ist daher nicht vortheilhaft, die elliptischen Funktionen in 
der Weise, wie wir es gethan, einzuführen, denn wenn %? complex, 
werden b und c ebenfalls complex und zwar conjugirt, sofern 
wir es überhaupt mit einer reellen Curve zu thun haben. Sind 
aber b und c complex, so ist die Discussion der Realität von 
x—=bsa?u undy=bYe sau cau dau unbequem. Wir wollen des- 
halb die ellipt. Func. anders einführen. Bei den zweitheiligen Cur- 
ven wäre das in derselben Weise möglich gewesen. Die Gleichung 
der O3 sei also y? = # (2 -— b) (x—.c) oder y? = x (©? —2ma+n?). 
Wenn 5b und c die conjugirt complexen Wurzeln der Klammer 
(2? — 2ma&--n?) sein sollen, so muss n? > m? sein. Setzen 


wir nun statt x den Ausdruck n 


x 
r 2 .. . . 
erg so geht y? über in 


(22) (Ik 
von) Er Er 


sn 
(+2): 


Dabei ist A? = (m-+n)I(m— n), also reell und negativ. Wir 
setzen nun & = sau. Dann wird 


y—=ny 2(n— m) - 


V (1—-sa?u) (1—k?sa?u) 


ga und y=ny2(n—m)- ts): 
can. dau 
I ny2(n—m) zn): (1-+sa E= sau)? ' 


Die Periodicitätsmoduln haben, da %? reell und negativ ist, die 
Form 4K und 2:K =2K--2iK”. Drei Punkte %,, Us, %, 
liegen auf einer Geraden, wenn die Summe ihrer Argument- 
werthe congruent —3K (mod AK, 2iK') oder, was dasselbe 
ist, wenn 4%, + Us + u, = K(mod AK, 2iK‘). Daraus ergiebt 
sich, ganz ebenso wie S. 21, dass alle Eckpunkte von ein- 
und umgeschriebenen Dreiecken in der Form auftreten: 


 8K+4mK +2mK 
ar 


wo m und » die ganzen Zahlen von O bis 8 durchlaufen. Es 
giebt 81 Punkte, deren Argumente die obige Form annehmen. 
Da unter ihnen die 9 Wendepunkte enthalten sein müssen, 
so erhalten wir 24 Dreiecke wie bei den zweitheiligen Curven. 

Damit x reell ist, muss saw reell sein, und damit y reell 
ist, muss ebenfalls saw reell sein, und zwar kleiner als eins 
(< 1), denn sonst würde die Klammer (1—sa?u) negativ, Y 
also imaginär werden. Es nimmt aber sau reelle Werthe 
kleiner als eins an für Argumente zwischen O0 und 4K. Ordnen 
wir wie früher unsere 81 Werthe in einer Tafel an (lassen den 
Factor !/, überall fort) und bezeichnen mit X die Wendepunkte, 
so:sehen wir, dass nur die neunte V-Reihe reelle Punkte 
liefert, und zwar die drei reellen Wendepunkte und zwei reelle . 
Dreiecke. Die beiden Dreiecke liegen wieder perspectiv in 
Bezug auf die drei Wendepunkte, bilden mit ihnen ein System. 
Mit einem Wort, wir haben bei den eintheiligen Curven genau 
dieselben Verhältnisse wie bei den zweitheiligen. 
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TK + ik" 
11K + 23K' 


15K + &K 


TK + 4:K' 


11IK +4iK 


15X + AK 


7K + 6iKk“ 


11X + 6K'| 11K + ScK' 


15K + 6iK‘ 
* 


19K + 2iK' |19X + 4iK' 


23K + 2iK'|23K + 4iK' 


27K + K'| 27K + AiK° 


31K + K'|31K + AiK' 


35K + 2:K 


3K + 2iK' 


35K + 4iK’ 


| 


| 38K +4iK 


| 


19K + 6:K° 
23K + 6:K’ 
27K + 6iK’ 


* 


31KX + 6:K’ 


35K + 6iK‘ 


3K + 6iK' 
* 


7K + 14:K’|7K + 16:K‘ 


TK--8iK' |TK + 10iK |TK + 1%K' TK 
1K+10K 11K + 1KK11K + 1GK N 1ıK HIER  11K 
15K + SiK |15K + 10: K15K + 1 ı5K +14 15K +16 15K 
3 Ve N EL EN Je a REN 
| 
19K + 8iK"|19K + 10iK 19K + 1HK 19K + 14iK 19 K + 16iK| 19K 
ee on ee ER 
23K + 8iK' 93K + 10iK23K + ee 14iK'23K +16iK| 23K 
2TK + SiK' OT K +10 KK + en 14iK 97 K+16iK| 27K 
IE TEST, Su a _R 
31K + 8iK' 31 K + 10K|31K + 1%iK 31 K + 14iK 3 LK +16iKT BIK 
35K + 8iK' |35K + 10K'|35K + 1% K35K + 14iK 35 K + = 35K 
3K + 8iK' 3K + 106K' |3K + 12iK | 3K + 14iK|3K + 16iK° 3K 
* %* 


Es falle jetzt eine Ecke IT, des Dreiecks I7,17,IT, mit 


einer Ecke P, des Dreiecks 9,9595 zusammen. Die Bedingung 


dafür ist z,—=0 und y,—=0. 


In Folge dessen verschwinden 


Ber DT 


die Adjuncten /,, und 47,, und die Gleichung der Curve wird: 


0 — ay2(erd, 1 + r04A1,5 + 084,5) + y2?end,, + 202004, | 
+ 202y0e1,, + ay?dedJ,,; —O. 
Die Coordinaten des Punktes IT, (= P,)sindz=0undy—0. 
Setzen wir diese Werthe in die partiellen Defferentialquotienten 
der Curvengleichung ein, so wird 


903 903 903 
er 
== 0, 10 20, 40 2 vZz0, y=o 


Die involutorische Curve hat also unter diesen Umständen im 
Punkte IT, (=P,) einen Doppelpunkt. Dieinvolutorische Curve 
dritter Classe C’!! hat bei derselben Lage der Dreiecke zwei 
Doppeltangenten, d. h. sie zerfällt in einen Kegelschnitt und 
ein lineares Strahlenbüschel. 


3. 
Wir lassen jetzt die Seite y, mit g, zusammenfallen, d.h. 
wir setzen 2,=0, 2,=0. Da bei dieser Voraussetzung 
A;, 0 und I,;, =0 ist, wird die Gleichung der 03: 


O3 = xy2 (nA, +r0Agg + 0EA,;5) + yarerd;, + yrzend, 5 
+ 222004,, + 20004, 3 =. 

Die Curve zerfällt in die Gerade z2=0, d. h. y, und einen 

Kegelschnitt, dessen Gleichung ist: 


K=ay(end,, tr0JI,s + 081,5) + yaerIıo + Y? 
+2°?104;,, + 20n04,, =D. 


Die Curve besitzt in diesem Falle zwei Doppelpunkte, die 
Durchschnittspunkte der Geraden und des Kegelschnitts. Bei 
derselben Lage der Dreiecke hat die involutorische Curve CO’! 
eine Doppeltangente (vgl. oben). 

Fällt ausser den Seiten y, und g, noch der auf diesen 
Geraden liegende Punkt JI, mit dem Punkte P, zusammen, 
so ist II,=P, ein Doppelpunkt der in Kegelschnitt und 
Gerade ausgearteten 03. Fällt auch noch II, mit P, zu- 
sammen, so ist dieser Punkt II, =P, der zweite Doppel- 
punkt der ausgearteten Curve, 


12) 


4. 


Es falle jetzt eine Ecke und die an sie stossenden 
Seiten der beiden Dreiecke in einander. Es sei also H,—=P,; 
Yı=9ı1; Ya =9s. Die Bedingung hierfür ist 2, =0; 9 —0; 
Yyı=0; #0 und folglich I, = I; = As, = Ag; —V. 
Die Gleichung für die C° wird: 

0? = aye (ud, +R0A,, +61 ,,)+22y0E4 , +2y?dedz;5—0. 
Die Curve zerfällt in die drei Geraden 
eh AR ee > 
(nA, , +r0A,5 + 0EI;;) + 20EI,, + ydEeIz, —0O. 

Fällt ausserdem noch II, mit P, zusammen, so zerfällt 
die C® in die Geraden Y%,=9;; Ya —=9, und eine Gerade 
durch den Punkt II,=P,. 


d. 
Fällt schliesslich auch noch der Punkt IIı mit dem Punkt 
P, zusammen, so dass also alle Ecken und Seiten der Drei- 
ecke mit gleichen Indices ineinander liegen, so wird, da in 
diesem Falle 2; =x, —=y, = y;, =2, — 2, - I md nun 
Ang A, = As, = ASg5s >= Agı = 495, 0, wein wire 
Werthe von 4, 1, Ags, As; einsetzen, die Gleichung der (0: 
03 = xy2 (E4Yz2z + %023%, + dEX,Ys) =. 
Die Curve zerfällt in die drei Geraden 20, y=0, 20, 
hm 
Hahn) nn) 9». 
Wenn ausserdem, dass die beiden Dreiecke IT, IT,IT, und 
91959; zusammenfallen, noch die Bedingung statt hat, dass 
EUYgBz + %023%, + 08%, Y, —=O 
oder was dasselbe 
TB TS BON! 
DD eyallln ka, ; 
so ist die Gleichung der ©? (auch der CH?) identisch erfüllt, d. h. 
jeder Punkt liegt auf derihm entsprechenden Geraden. Die obige 


Gleichung stellt eine bestimmte Beziehung zwischen den 
Grössen d, &, x fest. Die projectivische Zuordnung der Strahlen 
durch II,, IT,, IT, und der Punkte auf g,, 9;, 9, muss eine be- 
sondere sein, damit durch jeden Punkt der Strahl hindurch- 
geht, welcher ihm entspricht. 

Der Bedingung ist Genüge geleistet, wenn durch einen 
Punkt, der nicht auf /,, Ys, 7; liegt, sein ihm entsprechender 
Strahl geht. Einem beliebigen Punkte &n£ der II-Ebene ent- 
spricht, da bei dieser speciellen Lage der Dreiecke y, =2, =, 
—=1,—=% —=Yy;—(, die Gerade g der g-Ebene 


3 Yy 2 
g=| 0  —neys Sa |—=0 
Ex, 0 —Lu2; 

g==anLenyad; + YEond2;,Xx, + 2önder,y, —0. 
Soll die Gerade aber durch den Punkt &n{ gehen, so muss, 
wie wir sehen, die oben bemerkte Bedingung erfüllt sein. 
Und wenn die Bedingung erfüllt ist, wenn ein Punkt auf der 

ihm entsprechenden Geraden liegt, so thun dies alle. 

Die von uns angenommenen speciellen Lagen der Drei- 
ecke /I, II, II, und 9,95 9, sind nicht die einzigen, in denen 
die involutorischen Curven ein besonderes Verhalten zeigen. 
Es erscheint indessen überflüssig noch mehr derartige Fälle 
zu untersuchen, besonders deshalb, weil dabei nichts wesent- 
lich Neues zu Tage tritt, und nur die Lage oder Art des 
Zerfallens der Curven sich ändert. — 

Es lässt sich leicht der Satz beweisen: Legen wir durch 
die drei Punkte II, IT, II, einen beliebigen Kegelschnitt X, 
so schneidet dieser Kegelschnitt ausser in II, IT, II, die in- 
volutorische Curve C® noch in drei Punkten II‘, II“, II“, 
welche die Eigenschaft haben, dass die ihnen entsprechenden 
drei Geraden sich in einem Punkte P schneiden, und zwar 
ist P derjenige Punkt der g-Ebene, welchem der Kegelschnitt X 
in der II-Ebene entspricht. — 

Die beiden involutorischen Curven erledigen gleichzeitig 
die Frage nach dem Ort derjenigen Geraden der JI-Ebene 
bez. Punkten der g-Ebene, welche in den ihnen entsprechenden 
Kegelschnitten liegen. Denn betrachten wir eine Gerade y der 


EA 


IT-Ebene, welche Tangente der C’ ist, so entspricht jedem 
Punkte dieser Geraden ein Strahl in der g-Ebene, und die 
Gesammtheit dieser Strahlen bildet ein Büschel zweiten Gerades. 
Die Gerade y entspricht nun nach der Definition der C!!! einem 
auf ihr liegenden Punkte und, da wir es mit einer ein-eindeutigen 
Verwandtschaft zu thun haben, entspricht umgekehrt .diesem 
Punkte die Gerade y. Die Gerade y liegt also in dem ihr 
entsprechenden Kegelschnitt. Andere derartige Geraden als 
die die CH! bildenden giebt es nicht, denn, wenn eine Gerade 
in dem ihr entsprechenden Kegelschnitt liegt, so muss sie 
einem ihrer Punkte entsprechen, gehört also zu den Einhüllen- 
den der CH, Die C®’ ist daher der Ort aller derjenigen 
Punkte der g-Ebene, und die C’! ist der Ort aller derjenigen 
Geraden der JI-Ebene, welche auf den ihnen entsprechenden 
Büscheln zweiten Grades liegen. — 

Einer Geraden, d. h. einer Punktreihe der II-Ebene, ent- 
spricht ein die drei Fundamentalgeraden berührender Kegel- 
schnitt. Einem Strahlenbüschel der IT-Ebene entspricht 
eine Kegelschnittschaar, nämlich diejenige Schaar, welche die 
drei Fundamentalgeraden und die dem Träger des Büschels 
entsprechende Gerade berührt. Diese Kegelschnittschaar be- 
stimmt auf den vier festen Tangenten durch ihre Berührungs- 
punkte projectivische Punktreihen. 

Einem Kegelschnitt X der II-Ebene entspricht eine Curve 
vierter Classe C’F in der g-Ebene. Diese C’” muss jede der 
Fundamentalgeraden g9,, 95, 9, zweimal berühren, denn der 
Kegelschnitt X wird von den Geraden Y,, Ya, Y, in je zwei 
Punkten geschnitten, welchen Punkten jedesmal bez. die 
Geraden 9,, 95, 9; entsprechen. Daher sind g,, 9s, 95 Doppel- 
tangenten an die OP. 

Den beiden letzten Sätzen stehen zwei entsprechende 
dualistische gegenüber. 

Wir haben früher gesehen, dass einem Kegelschnitt X 
durch die drei Fundamentalpunkte IT, , II,, IL, der II-Ebene ein 
Strahlenbüschel P in der g-Ebene entspricht. Genau ge- 
nommen müssen wir sagen, dem Kegelschnitt X der II-Ebene 
entspricht eine Curve vierter Olasse der g-Ebene, welche in 
vier lineare Büschel zerfällt, nämlich P, P,, P;, P>. 


Il. 


‚Wir wenden uns zu dem zweiten Fall der projectivischen 
Zuordnung zwischen den gegebenen Büscheln und Geraden. 
Hier können wir uns kürzer fassen, da die Methoden, deren 
wir uns bedienen, von den Vorhergehenden nicht wesentlich 
abweichen. Es sei der den beiden Büscheln IT, und II, ge- 
meinsame Strahl y,, als Strahl des Büschels IT, betrachtet, 
dem Punkte P, der Punktreihe g,, welcher den beiden Punkt- 
reihen g, und g, gemeinsam ist, durch die gegebene Pro- 
jectivität zugeordnet. Das Büschel IT, sei gegeben durch 
die Gleichung 


und das Büschel JT, durch die Gleichung 
Il». Yy—8Yy, 0. 


Als Fundamentaldreieck wählen wir das von den drei Geraden 
Y1, Y9, 7, gebildete Dreieck. Der Strahl y, soll dabei so gewählt 
sein, dass er der dem Punkte P, auf g, im Büschel IT, ent- 
sprechende Strahl sei; und der Punkt P, sei der dem Strahl 
Y, des Büschels IT, entsprechende Strahl auf g,. Es ist y, 
beliebig. Die beiden Punktreihen g, und g, seien gegeben 
in der Form 


wo Z und s mit n/£ und Z/E je durch eine bilineare Gleichung 
verbunden sind. Wir führen wieder statt # und s die Para- 
meter n/£ und Z/& ein und schreiben die Geraden in der Form: 


Rn... z:y:2—=a, —a,n]E : b,—b,n]C 26, —C,nJd 
u z:ye—=a,—a,ßlE : b,—b,LJE : e,—c,ÄlE, 
wo @, b,, €, -..e, die neuen Fixelemente sind, die wir ein- 


führen, um durch denselben Parameterwerth zugeordnete Ele- 
mente der Strahlenbüschel und Punktreihen zu- erhalten. Nach 
unserer Annahme soll dem Strahl 7, im Büschel JI, der 
Punkt P,(&3Y,2,) auf g,; entsprechen. Der Strahl y, ist 


A 
gegeben für den Parameterwerth ©=0, denn für {=0 wird 
nY3>—[ys=0 zu y,—=0. Setzen wir ing, £==0, so erhalten wir 
Kre N — u, so e Tyan 
oder, wenn o ein Proportionalitätsfactor, 
a 
Setzen wir in I/II, n==0, so erhalten wir den Strahl y,, dem 
der Punkt P, (%,Yy,2,) entsprechen soll. Für n==0 giebt g, 
a BE ORTE 
oder, wenn oe ein Proportionalitätsfactor, 
a, —0r, =; 6,02: 
Setzen wir in II, jetzt &=0, so zeigt sich, dass, diesem 
Parameterwerth der Strahl y, zugeordnet ist, dem nach unserer 
Voraussetzung P,(2,y,2,) entsprechen soll. Ist «# ein Pro- 
portionalitätsfactor , so ergiebt g,, wenn $=0 gesetzt wird, 
2.y:3 = 0 dire eh 
dena I, ed Gjesis: 
Dem Parameterwerth {=0 entspricht in IT, der Strahl y,. 


Diesem soll der Punkt P, (#,y,2,) entsprechen, woraus folgt, 
wenn Ö ein Proportionalitätsfactor ist, 


£:y:g = 4,:0,,C, = 21:91:24 
=, 'bmdiy, 6, —ÖR.. 
Die Punktreihen g, und g, erscheinen jetzt in der Form: 
).... zıy:2 = lox,—1n0%, : [0ys—10Y, : 602,002. 
9ı :Y OL, NOV z >10 YaıN0Y3 sage 
Is). 2... wıyıa —= Eödn,— Lux, : Edy,—uy, : Eos 


Setzen wir or—=x und or=e und multipliciren g, mit z, So 
erhalten wir die endgültigen Gleichungen: 
I)... . 2iyıa — Lex, Mo, ı Seya—ımya : GEB UuRz 
95)... miyıa = En, — ine, : Ey, —Iny, : 50877 Su25. 
Die Projectivität ist also in ähnlicher Weise wie im Haupt- 
falle hergestellt worden. Gleichen Parameterwerthen entsprechen 
zugeordnete Elemente. Die Ueberführung der projecetivischen 
Gebilde in diese Form hat ebenso wie früher die Einführung 
dreier Constanten d, e, x erfordert. Wir betrachten wieder 


Be 


&,n, & unmittelbar als Coordinaten des Durchschnittspunktes 
der beiden den Büscheln IT, und IT, zugehörenden Strahlen 
mit den Parametern »/{ und £/£. Dem Strahl des Büschels IT,, 
der durch den Punkt II(&r{) geht, dem also der Para- 
meter n/£ zukommt, entspricht auf g, ein Punkt, dessen 
Coordinaten 


x:y:2 — ÜeX,—MX, : Cey—ımy; : TERs—NAR 2. 


Dem Strahl des Büschels IZ,; durch IT ist auf g, zugeordnet 
der Punkt 


x:y:2 — Ed, — Lux, : Eiy,— Lay; : Ede, —N2;: 
Dem Punkte IT der II-Ebene entspricht durch die Verwandt- 
schaft in der g-Ebene die Verbindungsgerade g dieser beiden 
Punkte, deren Gleichung also ist: 


2 Yy 2 


500, — ua; Sdyy— Lay, 862, — a2; 


A 


Ist die Gleichung dieser Geraden ue+vy-+ w2=0, so folgt 


Leyp—nayz  Le2Lz —ım2; 
Söyı—Luys $d2,—In2; |’ 

_  \Gegs—nn2, Lex, — MX, 
ae Ed2 —In2, Ed, — Lux, 

ek 
500, Inn, Ey — Lay; | 


Diese Gleichungen vermitteln den Uebergang von der II-Ebene 
zur g-Ebene. Die umgekehrten Gleichungen, welche von der 
g-Ebene zur II-Ebene leiten, erhalten wir auf dieselbe Weise 
wie 8. 9. Es ergiebt sich 


2:y:2—=&:n:l=un (un, +9Yy, + Ww2,) (ux, + vYys3 + W2;) 
: de (ux, + vy, + w2ı) (u@, + vy, + W235) 
: ör (ux, + vy, + w2,) (ux; + vy; + w2;). 
Die Transformationsgleichungen sind also wieder vom zweiten 
Grade, aber sie zeigen nicht mehr dieselbe Symmetrie. In den 
Fundamentalelementen ist die Eindeutigkeit der Verwandtschaft 
aufgehoben. Betrachten wir zunächst den Punkt II,. Für II, 


ne, 


ist n=0, ©=0. Die Gleichung der dem Punkte n„=0, {=0 
entsprechenden Geraden wird identisch gleich null, weil eine 
Zeile der Determinante verschwindet. Wir setzen 7/[{ = o = Üonst. 
und lassen dann n also auch £ gleich null werden, d. h. wir 
nähern uns dem Punkte JT, auf einer Geraden „/[{=o. Aus 
R | | 
der Gleichung g= | Lex; — xx, | == erhalten wir, wenn &=0 
u 

wird, die Gleichung eg, + 029, =(, d.i., wie man sieht, wenn 
o als veränderlich betrachtet wird, die Gleichung eines Strahlen- 
büschels, dessen Träger P, ist. Dem Punkte II, entspricht 
also das Büschel P.. | 

Ein wenig anders gestaltet sich die Untersuchung bei dem 
Punkt IT,. Die Gleichung der Geraden g, welche dem Punkte 
II(&r£) entspricht, können wir auch, wenn wir uns der be- 
kannten Abkürzungen bedienen, in der Form schreiben: 

— &bdeg, + EEreg, + nE00g, —=O. 
Für den Punkt IT, ist &=0 und {=0. Wir nähern uns 
diesem Punkt auf der Geraden &/{=0o. Die Gleichung für g 
wird: 
Cosdg; + erg, + 70rÖg, —= 0. 

Wird ©=0, also auch &=(0, so wird aus dieser Gleichung 
930, d. h. dem Punkte JI, entspricht, wenn wir uns ihm 
auf einer beliebigen Geraden &/{=0o nähern, die Gerade 9,. 
Nähern wir uns jedoch diesem Punkte auf der Geraden y,, 
d. h. auf der Geraden &/{&=0==0, so verschwindet unsere 
Gleichung identisch. Wir dividiren daher, um zu erkennen, 
was die Gleichung in diesem Falle aussagt, noch einmal mit & 
und erhalten oedg, + 29, + n]Cordg; —=0. Ist nun o=0 und 
£=0, so verschwindet das erste Glied. Im letzten Gliede 


aber wird der Factor —& unbestimmt, d.h. er kann jeden 
beliebigen Werth annehmen, kann als Parameter aufgefasst 
werden und die Gleichung eg, + 1920 —=() stellt das Strahlen- 


büschel dar, dessen Träger der Schnittpunkt von 9, und g9,, 
d.h. P, ist. Dem Punkte IT, entspricht das Büschel P,. 


En 


In den Punkten IZ, und II, ist die Eindeutigkeit der Ver- 
wandtschaft aufgehoben. Diese Punkte sind Fundamental- 
punkte, während II, im Gegensatz zum Hauptfall kein Funda- 
mentalpunkt ist. Die Fundamentalelemente der g-Ebene sind 
demgemäss g, und 95, denen die Punktreihen y, und y, ent- 
sprechen. g, ist Keine Fundamentalgerade. — Eine Cremona- 
sche Verwandtschaft zweiter Ordnung, mit welcher wir es hier 
zu thun haben, besitzt aber drei Fundamentalelemente. Es 
entsteht die Frage nach dem dritten. 

Jeder Geraden der JI-Ebene wird ein Kegelschnitt in der 
g-Ebene entsprechen, und jedem Punkte der g-Ebene entspricht 
ein Kegelschnitt der JI-Ebene. Alle diese Kegelschnitte in 
der g-Ebene besitzen drei feste Elemente, ebenso die der 
II-Ebene. Suchen wir zunächst diese festen Elemente auf. 
Es genügt, wenn wir die Kegelschnitte etwa der II-Ebene 
betrachten. Im Hauptfalle waren die Punkte IJ/,, II,, IL, die 
Fundamentalpunkte, und alle Kegelschnitte, welche je einem 
Strahlenbüschel der g-Ebene entsprachen, bildeten ein Kegel- 
schnittnetz mit diesen drei festen Punkten. Jetzt fallen zwei 
der drei Fundamentalpunkte zusammen, so dass jeder Kegel- 
schnitt des oben erwähnten Kegelschnittnetzes durch die Punkte 
IT, und II, geht, aber eine feste Gerade zur Tangente hat, 
deren Richtung durch das Zusammenfallen von IL, und II, be- 
stimmt ist. Dem Büschel pu + gu + rw==OÖ entspricht ein Kegel- 
schnitt X, dessen Gleichung wir in der Form schreiben können: 


| p q r 
K=|zE.05; —yn&,; 2ZEYs>—YMY, BELZ— YA, 0. 
ÖL — EINE, LÖY—EUY, KÖLN —EARz 


Bier Punkte 20, 7 0 und z—0, z=0;)liegen auf X, 
denn für diese Werthe wird eine Zeile der Determinante null. 
Diese Werthe annulliren also die Kegelschnittgleichung unab- 
hängig von den Werthen », g9, r; d. h. jeder Kegelschnitt, der 
einem Strahlenbüsehel entspricht, geht durch die Punkte II, 
und JI,. Ausserdem aber ist die Lage der Tangente der 
Kegelschnitte X im Punkte IZ, unabhängig von p, g, r, also 
allen fraglichen Kegelschnitten gemein. Die Gleichung der 
Tangente an X im Punkte z‘y'z‘ lautet: 


EI RR 


oK oK 
Tat, +2 Bag = 
Stellen wir den Werth für 7 auf, so erhalten wir 


T= x (ge Iya321ı—232Yı) P+ (&s2ı 2321) 
um a 

— yo [Yy321—23Yı) P+ (&321ı—23%1)9 
a (sy YsE.)r]) 

—y #0 |(Yy3%ı —3Yı) PH (&32ı—23%ı)Q 
+ (&39ı 93%) r] 

ver 2128 En |(Y323—22Y3)P — K223 2,23) 

— (2395 —Ys%;) r] 

— X |(Y321—22Yı) PH (@s2Lı—22%1)9 

+ (2,9, a2) 7, —0. 


Für #=0, 2=0, d. h, für ‘den Punkt N, wird ee 
Gleichung zu £&—=0, und .also unabhängig von 9, q, r. Die 
Gerade &—=0 ist die Tangente, welche allen Kegelschnitten 
des Netzes gemeinsam ist. Die Tangente ist derjenige Strahl y, 
von II,, welcher dem gemeinsamen Punkte P, von g, und 95 
entspricht. 

Die Strahlenbüschel zweiter Klasse der g-Ebene, welche 
Punktreihen der II-Ebene entsprechen, werden zwei feste 
Geraden, nämlich g, und g, berühren und ausserdem durch 
den Punkt P, auf g, gehen. Das ist derjenige Punkt, welcher 
dem gemeinsamen Strahl y, der Bäschel I/, und II, ent- 
spricht. — Der Kegelschnitt, welcher einer Geraden der II-Ebene 
bez. Büschel der g-Ebene] entspricht, kann zerfallen, und zwar 
entspricht einer Geraden durch einen Fundamentalpunkt [bez. 
Büschel auf einer Fundamentalgeraden] ein in zwei lineare 
Büschel [bez. Punktreihen] zerfallender Kegelschnitt. Einer 
Geraden durch II, |bez. Büschel auf g,] entspricht 1'®s ein 
Büschel auf g, und 2{®s das dem Punkte II, entsprechende 
Büschel ?, |bez. 1'®s eine Punktreihe durch IZ, und 2t® die der 
Geraden g, entsprechende Punktreihe y,]. Ebenso wie im 
Hauptfalle sind die auf g, liegenden Centren der Strahlen- 
büschel projectivisch den Strahlen durch /Z, und die Strahlen 
dieser Büschel projectivisch den Punkten des Strahles durch 


Be ga zT 
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II,. Ganz dasselbe gilt von den Strahlen durch IT, [bez. 
Punkten auf g,|. 

Die Frage nach dem Ort derjenigen Punkte [bez. Strahlen], 
welche auf den ihnen entsprechenden Geraden [bez. Punkten] 
liegen, führt gerade So wie im Hauptfalle zu einer involu- 
torischen Curve dritter Ordnung C,? [bez. dritter Classe O, 4]. 
Die Gleichungen dieser Curven sind 


%c 
0? =|zex,—yrX, \=0 
KÖLN — ENT; 
und 
U ® Ww 
0 x (ur, + 9y, + w2,) —: (un, +vy, + wz,) 
— 85 (ux, +vy, + w2,) 0 x (ung + ©Y, + w2,) 
— (MI __ 
—— Cr —=(), 


Führen wir die bekannte Bezeichnungsweise ein, so können 
wir den Gleichungen der involutorischen Curven auch noch die 
folgenden Formen geben: 
0: = x2Öeg, + 2?e2g91 + xyrögz = 0 
oder 
CO =xye (deAg, +n0A;;,) + X?2ded,, 
+22? (deAJ,;, + 824, ,) + 2?yerd; 2 
+22, 5; +X’yadA,; + zy?r0A,, —=0O 
OHZzyuwrP,P,;,-+vdeP,P,+wörP, P,=0. 

Wir erkennen sofort, dass die Punkte 2£—=0, 2=0 und y=0, 
20, d.h. IT, und II, auf der O,°? liegen [ebenso g, und 
9, auf der C,'"!l. Wir begnügen uns wieder mit der Be- 
trachtung der O,°. Die Gleichung der Tangente 7’ an die 
C,° im Punkte IT,, dessen Ooordinaten 20, 2=0, y =y' 
sind, wird, da für diese Werthe 


a0? 20? 90% 
S TER z—d, y0dgs, © a I he R 02 ON ua 54: 


und 


yay' yzy' yzy‘ 
T=ayaA,5—0 
ZyEl), 


eh een 


Es ist also <=0, d. h. y, stets Tangente an die C,°® in IT,. 
Auch bei der C,? [C,"7] sind im Allgemeinen beliebig viele 
Punkte linear construirbar. 


Haben die Dreiecke J/,11,IT, und 9,9,9; besondere Lagen 
gegeneinander, so werden die involutorischen Curven demge- 
mäss ihre Gestalt ändern. Es sind jetzt mehr Einzelfälle zu 
unterscheiden als im Hauptfalle, weil die Symmetrie aufgehoben 
ist. Es erscheint indessen überflüssig, auf alle diese Möglich- 
keiten einzugehen. Die Curve C,? kann einen Doppelpunkt 
besitzen, kann in Kegelschnitt und Gerade oder auch in drei 
Geraden zerfallen. Für jeden dieser Fälle werden wir im 
Folgenden ein Beispiel anführen. Ausserdem wollen wir die 
Curve behandeln unter der Voraussetzung, dass je ein Funda- 
mentalelement der JI-Ebene in je ein Fundamentalelement der 
g-Ebene falle, und zwar 1 wenn die Indices der Elemente 
gleich, und 2t®s wenn sie verschieden sind. 


Es möge also zuerst solche Lage der Dreiecke II, II;IT, 
und 9,959, Statthaben, dass II, und II, auf g, und g, liegen. 
Die Bedingung hierfür ist /,,=0 und I,,=0, und die 
Gleichung der C,°? wird 


C’=ayeldedl,, +rd4L;,,) + 2?20eI; | + x2?deA; 5 
+2?yenI,), + 23er A, 3 + %?yrdA,, —O. 

Bilden wir die drei partiellen Differentialquotienten und setzen 
die Coordinaten von II,, d.h. <=0, 2=0 ein, So ver- 
schwinden die Differentialquotienten. Also ist II, ein Doppel- 
punkt der C,3. Die Gerade y, (@==0) ist nicht mehr Tan- 
gente der Curve, wie bei der allgemeinen Lage der Dreiecke. 

Wenn die beiden Dreiecke so liegen, dass J/, auf g, und 
IL, auf g, fällt, wofür die Bedingung ist /,,—=0 und 4,, —=0, 
nimmt die Gleichung der C,? die Form an: 


O’=ayeldel,gtr6Ag5) + x?20e4; | 
+ 22081, 5, +81, ı) + 23enI, 3 + y?ndA,, —O. 


Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten IZ, und II, 
ergeben sich hieraus als z=0 und <=0. D.h. y, und y, 
sind die Tangenten der C,® in IL, und II,. 

Es falle IZ, mit P, zusammen. Dann wird y, =, 2, —=0 


AO 


und folglich 4,,=0 und 4,,=0. Die Gleichung der Curve 
wird: 


0? =xyz(deI;;+%64,,)+222(deA,, + end, ,) 
+ 2e’yand,,+2’nd, 5, + 2y?rdd,,—0. 
Da die partiellen Differentialquotienten der Gleichung für 
Y, =2, = verschwinden, hat die Curve in diesem Punkte also 
in JI, einen Doppelpunkt. 

Fällt IT, mit P, oder P, zusammen, so hat die Curve 
in IT, einen Doppelpunkt. Das Zusammenfallen zweier anderer 
Ecken giebt keine Vereinfachung. 

Fallen die Seiten y, und g, der beiden Dreiecke IT, IT, IT, 
und 9,959, zusammen, so zerfällt die CO, in die Gerade 
Yı=9,=&2=0 und einen Kegelschnitt X. Es ist nämlich 
unter dieser Voraussetzung 2; —=(0, x,—0, und folglich 4, ,—=0, 
4A,;3=0. Die Gleichung der CO, wird dann: 


O,’=alyz(def;, +%r641,3) + 620814; | 
+2°(0e4,, + 824,1) + 2ynöd,, + y?rd4,,]=0. 


Auch wenn g, mit y, zusammenfällt, zweigt die C,? eine 
Gerade ab, und zwar g,. 


Auf S. 38 hatten wir im Hauptfalle diejenige Lage der 
Dreiecke untersucht, wo alle drei Ecken und folglich auch 
Seiten zusammenfielen, und zwar so, dass jedes Fundamental- 
element mit dem Träger der ihm entsprechenden Reihe zu- 
sammenfiel. Bei der projectivischen Zuordnung der Büschel 
IT, und II, und der Geraden g, und g,, die wir jetzt be- 
trachten, sind nur zwei Fundumentalelemente vorhanden. Wir 
lassen jedes dieser Fundamentalelemente mit dem Träger der 
ihm entsprechenden linearen Reihe zusammenfallen, so dass 
Hr mit P,, II, mit P,, g, mit y,, 9, mit .y, identisch. ist: 
Es muss dann sein y, =2, —=%,—=2;, —=%,—=0 und folglich 
As As As, Ass f:ı 0 Die Gleichung der; in- 
volutorischen Curve O,3 wird: 

O3 ==ays(dedl;,5+rdAg5)+ 22?(deAz 5 + E&rI, ,)=O. 
Die Curve zerfällt also in die drei Geraden 
y(deA,5 + x04A,,;) + 2(deA; 5 + Er I, ı)=0, Mr 2. 


f 
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Im Hauptfalle war es möglich, dass jeder Punkt auf der 
ihm entsprechenden Geraden liegt. Dies kann hier nicht geschehen. 

Die weiteren Ausführungen sind dieselben wie im Haupt- 
falle. 


Il. 


Schliesslich gehen wir zu dem dritten Fall über, der sich 
mit wenigen Worten erledigen lässt. Es seien die Strahlen- 
büschel IT, und IT, den Punktreihen g, und g, so projecti- 
visch zugeordnet, dass der gemeinsame Strahl (II, II,)—=Y; 
der beiden Büschel dem gemeinsamen Punkt (9,9,)=FP, der 
beiden Punktreihen entspricht, sowohl als dem Büschel IT,, 
als auch als dem Büschel IT, angehörend, betrachtet. 

Jeder Punkt einer beliebigen Geraden y der II- Ebene 
ist bestimmt als Durchschnittspunkt je eines Strahls des 
Büschels II, etwa a,, ß,),... und eines Strahls des 
Büschels IT, etwa «,, ß, ... Jedem Punkte (a,«,), (#,ß3)-.-. 
entspricht in der g-Ebene die Verbindungslinie der Punkte 
A,As, BıB,,..., wenn 4,B; ... A,D,... die Ein m 
den Geraden g, und g, sind, welche den Strahlen «@,ß, . 
sßa ... zugeordnet sind. Nun sind I/, und II, zwei pro- 
jectivische Büschel, wenn wir die Strahlen als einander zuge- 
ordnet betrachten, welche sich auf der Geraden y schneiden. 
Da nun II,Ag, und IIzÄg,, So ist auch 9,Ag,. Dem Strahl 
Y; des Büschels II, ist zugeordnet nach unserer Annahme 
der Punkt P, auf g,, und dem Strahl y, des Büschels IT, 
der Punkt P, auf g,. Die beiden projectivischen Punktreihen 
g, und g, haben also das ihnen gemeinsame Element, nämlich 
den Punkt P, entsprechend gemein; sie sind perspectivisch. 
Daraus folgt, dass die Geraden (A,A,), (B,B;,)..., welche 
den Punkten (@,@,), (#,ßs)... der Geraden y entsprechen, 
durch einen Punkt, den Projectionsscheitel von g, und 9. 
gehen. Der Geraden y entspricht also ein Punkt P. Be- 
trachten wir eine zweite Gerade A, welche y etwa im Punkte 
(&,%,) Schneidet, so entspricht dieser Geraden offenbar ein 
Punkt L, welcher auf der Geraden (A,A,) liegt. Dem Strahlen- - 


Bari _. 


büschel durch (@,«,), das ist dem Punkte («,«,) entspricht 
dann die Gerade (A,A;). 

Einer Geraden y der II-Ebene entspricht also ein Punkt P 
der g-Ebene, und einem Punkte (@,«;,) der IT-Ebene ent- 
spricht eine Gerade (A,A,) der g-Ebene, und umgekehrt. 
Unsere Verwandtschaft besteht daher in diesem Falle aus der 
einfachen (linearen) dualistischen Verwandtschaft, und wir 
‚brauchen deshalb nicht näher darauf einzugehen. 


Zum Schluss sei es mir gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Hofrath Thomae, auch an dieser Stelle meinen 
ehrfurchtsvollen Dank für die vielfache Anregung, welche ich 
ihm bei Fortgang dieser Arbeit verdanke, auszusprechen. 


